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ВВЕДЕНИЕ 
 
В пособии рассмотрены основные понятия и теоремы теории обыкновенных 
дифференциальных уравнений, а также основные типы дифференциальных уравнений, 
систем дифференциальных уравнений и методы их решения. Показаны некоторые ме-
тоды исследования устойчивости по Ляпунову решений систем дифференциальных 
уравнений. Подробно изложен метод Фурье для уравнения колебаний струны и уравне-
ния теплопроводности, приведены решения задач в различных постановках. 
Пособие написано в доступной форме, достаточно полно и строго. В данном из-
дании содержатся задачи и упражнения, направленные не только на освоение методов 
решений различного типа дифференциальных уравнений и систем, но и на исследова-
ние решений и составление дифференциальных уравнений при решении физических, 
механических и геометрических задач. Пособие содержит много примеров, рисунков, 
иллюстрирующих вопросы существования, единственности, продолжимости и устой-
чивости решений задачи Коши по начальным данным, а также индивидуальные задания 
по всем рассматриваемым темам для самостоятельной работы студентов.    
Пособие может быть использовано в качестве первоначальных теоретических 
основ в теоретической механике, численных методах, математическом моделировании. 
 
 
1. Геометрическая интерпретация уравнения ( , )y = f x y   
и его решения. Интегральные кривые. Задача Коши 
 
Задача отыскания первообразной для функции )(xf , заданной в интервале (a,b), 
приводит к простейшему дифференциальному уравнению 
 
                      )(xfy  .                       (1.1) 
 
Если f (x) – непрерывная на (а, b) функция, то решение этой задачи дается фор-
мулой 
                                                   Cdttfy
x
x
 
0
)( ,                                       (1.2) 
 
где x0  (a,b), а  С – произвольная константа. Решение задачи не единственно и, чтобы 
выделить единственное, нужно, например, задать значение искомой функции в точке 
x0:  0 0( )y x y . Тогда получим задачу Коши 
 

0 0
( ),
( ) ,
y f x
y x y
 

 
 
решение которой единственно и дается формулой 
 

x
x
dttfyxy
0
)()( 0 , 
т. е. 0yС  . 
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Таким образом, формула (1.2) дает «общее решение» уравнения (1.1) и любое 
частное получается из (1.2) при соответствующем выборе постоянной С. 
Будем рассматривать дифференциальное уравнение вида 
 
),( yxfy  ,                                                              (1.3) 
 
где функция определена в открытой области G. Это уравнение задает в каждой точке 
области значение углового коэффициента касательной к проходящему через эту точку 
графику решения уравнения (1.3). Если в каждой точке (x, y) области G представить 
с помощью единичного вектора 
                                     )
1
,
1
1
(
22
f
f
f
s

                            (1.4) 
 
направление касательной, то получим поле направлений. Тогда задачу нахождения ре-
шения дифференциального уравнения (1.3) можно сформулировать так: требуется 
найти линии ( )y x  , которые в каждой своей точке имеют заданное уравнением (1.3) 
поле направлений. Эти линии мы будем называть интегральными линиями уравнения 
(1.3) или поля направлений (1.4), задаваемого этим уравнением. Очевидно, что всякая 
интегральная линия является векторной линией поля направлений s. 
П р и м е р  1. Построить поле направлений уравнения 
x
y
y   в области 
( , ); 0, ( , ); 0, 0G x y x y x y x y     . 
Схематично поле направлений изображено на рис. 1. Ясно, что при любом 
0,С   интегральные линии есть  y = Сx. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
П р и м е р  2. 
y
x
y  ,   0,0);,(  yxyxG . 
Произведение правых частей дифференциальных уравнений равно –1. Поэтому 
из геометрических соображений заключаем, что интегральные линии уравнения есть 
дуги окружностей  
2
xCy  ,  0С . 
 
Заметим, что область решения уравнения зависит от С: Cx 0  (рис. 2). 
Рис. 1 
0 
y 
x 
y 
x 0 
 
Рис. 2 
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Условимся о следующей терминологии: 
1. Функцию  (x, С1,  C2,…, Cn) мы будем называть общим решением рассматри-
ваемого дифференциального уравнения в области G, если при соответствующем выборе 
постоянных С1,  C2,…, Cn  функция   обращается в любое решение этого уравнения, 
график которого лежит в G. 
2. Уравнение  (x,y) = 0 интегральной линии уравнения (1.3) будем называть 
интегралом дифференциального уравнения (1.3). 
3.Уравнение  (x, С1,  C2,…, Cn)= 0 мы будем называть общим интегралом дан-
ного дифференциального уравнения в области G, если при соответствующем выборе 
постоянных, С1,  C2,…, Cn  это уравнение дает любую интегральную линию, проходя-
щую в области G. 
Так, например, приведенные в примерах уравнения y Cx , 2 ,y C x   дают 
общее решение соответствующих дифференциальных уравнений. 
Для выделения единственной интегральной кривой из всего семейства вектор-
ных линий естественно потребовать, чтобы интегральная кривая проходила через за-
данную точку (x0, y0)G. 
 
Задача Коши 
Найти решение уравнения ),( yxfy  , удовлетворяющему начальному условию 
 
у(x0) = y0. 
 
Оказывается, что непрерывность функции ),( yxf  в области G обеспечивает 
существование решения уравнения (1.3), но не гарантирует единственности решения 
задачи Коши, что иллюстрируют следующие примеры. 
 
П р и м е р  3. Решить задачу Коши  3 2yy  ,   y(0) = 1 в полосе 
 
 ( , ) ( , ); , 0 .G x y x y y a a      
 
Решение.  Здесь 3 2yf  С(G)  (непрерывная функция ),( yxf в области G). За-
пишем задачу относительно функции  x(y): 
 
3
2
 y
dy
dx
,      x(1) = 0. 
Ее решение:                                                                        
33)( 3  yyx . 
 
Очевидно, что функция 0y   является одним из решений уравнения 3 2yy  . 
Через любую точку полосы проходит бесконечное множество решений задачи Коши. 
В нашем случае точка А(0;1) – начальное условие. Кривые вида АВСD являются инте-
гральными кривыми, где ВС  есть отрезок на прямой  0y  с произвольной точкой С  
на ней (рис. 3). 
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П р и м е р  4. Решить задачу Коши  3 yy  ,  0)0( y в полосе 
 
 ( , ) ( , ); , 0 .G x y x y y a a      
 
Решение.  Запишем задачу относительно функции x(y): 
 
3
1
 y
dy
dx
,      x(0) = 0. 
Ее решение:    
3 2
2
3
)( yyx  . 
 
Очевидно, что функция 0y   является одним из решений уравнения 3 yy  . 
Через любую точку прямой  0y   проходит бесконечное множество решений задачи 
Коши. В нашем случае точка  А (0;0) принадлежит прямой 0y  . Кривые вида АВС яв-
ляются интегральными кривыми, где  АВ есть отрезок на прямой  0y   с произвольной 
точкой  В  (рис. 4). Заметим, что через произвольную точку полос ay 0 , 0 ya  
проходит только одна интегральная кривая, не пересекающая прямую y = 0, т. к. кри-
вые, имеющие излом в точках прямой 0y   не являются интегральными кривыми. 
В точке излома производная функции не существует.  
 
y 
x 
A 
 B C 
D 
Рис. 3 
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Рассмотрим метод ломаных Эйлера для отыскания приближенного решения за-
дачи Коши: ),( yxfy  ,  у(x0) = y0. Из точки (x0, y0) проводим прямую с угловым коэф-
фициентом f(x0, y0) и берем на этой прямой точку (x1, y1)G,  x1 > x0. Из точки (x1, y1)  
проводим затем прямую с угловым коэффициентом f (x1, y1) и берем на этой прямой 
точку (x2, y2)G, x2 > x1. Продолжив этот процесс, получим ломаную. Естественно ожи-
дать, что при непрерывности ),( yxf  и при достаточной малости звеньев построенная 
ломаная окажется близкой к интегральной кривой. Однако при этом вообще не будет 
единственности. Чтобы через точку (x0, у0) проходила только одна интегральная кривая 
необходимы дополнительные предположения о функции ),( yxf . 
 
 
Задачи и упражнения 
 
1. Не решая уравнений, изобразить схематически поведение их интегральных 
кривых: 
       а) ,
y
y
x y
 

                     б) (1 ).y y y    
 
2. При каких неотрицательных а нарушается единственность решений уравне-
ния  
a
y y   и в каких точках? 
 
 
 
x 
y 
A B 
C 
 
Рис. 4 
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2. Теорема существования и единственности (локальный вариант). 
Принцип сжатых отображений. Простейшие  
дифференциальные уравнения 
 
2.1. Теорема существования и единственности решения уравнения ( , )y f x y    
(локальный вариант). Принцип сжатых отображений 
 
Определение 2.1. Мы говорим, что функция  ),( yxf удовлетворяет на  G  усло-
вию Липшица по переменной y, если существует постоянная Липшица L, 0  L < , та-
кая, что для любых двух точек  (x, y1),  (x, y2)  из G выполняется неравенство 
 
2121 ),(),( yyLyxfyxf  . 
 
Теорема 2.1. Пусть функция  ),( yxf определена в прямоугольнике 
 
 0 0П ( , ); ,x y x x a y y b     , 
 
непрерывна в П и удовлетворяет условию Липшица по y. Тогда задача Коши 
),( yxfy  , у(x0) = y0 имеет единственное решение y =  (x), определенное в проме-
жутке  hxhx  00 , , где 
,,min







M
b
ah   ),(max yxfM    в П. 
 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Решение задачи Коши можно представить в интегральной 
форме 
                                                   
0
0
( , ) .
x
x
y y f t y dt                             (2.1) 
 
Будем искать решение интегрального уравнения методом последовательных 
приближений: 
00 )( yxy  , 
,),()(
0
001 
x
x
dtytfyxy  
,),()(
0
102 
x
x
dtytfyxy  
………………………… 
.),()(
0
10  
x
x
nn dtytfyxy  
 
Чтобы построение было законным, убедимся, что функции  yn (x) не выходят за 
пределы прямоугольника  П  при  0xx    h в силу выбора h. 
 
,),()(
0
0001  
x
x
bxxMdtytfyxy  
10 
 
,),()(
0
0102  
x
x
bxxMdtytfyxy  
,),()(
0
0102  
x
x
bxxMdtytfyxy  
……………………………………………. 
  
x
x
nn bxxMdtytfyxy
0
010 ),()( . 
 
Ограничение 0xx    h имеет простой геометрический смысл. Поскольку для 
угловых коэффициентов касательных Myxf ),(  искомая интегральная кривая 
y   (x) обязана располагаться внутри угла, образованного прямыми 
 
)( 00 xxMyy   
 
и не выходить за верхнюю и нижнюю границы прямоугольника П (рис. 5). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Покажем, что при hxx  0  последовательность  )(xyn  сходится равномерно 
к непрерывному решению y =  (x). Действительно, yn(x) можно представить так: 
 
   )()(...)()()()( 1121 xyxyxyxyxyxy nnn  . 
 
Поэтому вопрос о сходимости )(xyn сведем к рассмотрению сходимости ряда 
 
                         ...)()(...)()()( 1121   xyxyxyxyxy nn .                       (2.2) 
 
y – y0 = M(x – x0) 
(x0,y0) 
y 
x 0 x0 – h x0 x0+h 
Рис. 5 
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Имеем 
 
x
x
xxMdtytfyxy
0
0001 ),()( , 
 
и в силу условия Липшица 
 
 
x
x
x
x
dtytyLdtytftytfxyxy
00
010112
)()),()(,(()()(  
0
2
0
0
2!
x
x
x x
LM t x dt LM

   , 
.......................................... 
 
 
 
0
1
1
0
0
! ( 1)!
nxn
n
x
x xL
L M t x dt L M
n n

 
  

. 
 
Члены ряда (2.2) по абсолютной величине не превосходят членов сходящегося 
числового ряда 
1
1 !
n
n-
n=
h
L M
n

  
 
и, следовательно, выполнен мажорантный признак Вейерштрасса о равномерной схо-
димости  )(xyn  при n : ( ) ( )ny x x , hxx  0 . 
Предельный переход при n  в равенстве 
( ) ( , )
0
x
n 0 n-1
x
y x = y + f t y dt  
в силу условия Липшица 
0 0 0
( , ( )) ( , ( )) ( ) ( )
x x x
n n
x x x
f t t dt f t y t dt L t у t dt        
приводит к равенству 
0
0 ( , )
x
x
y f t dt    . 
 
Теорема 2.2. Пусть функция  f (x, y) определена  в полосе 
 
 П ( , ); ,x y x y         , 
 
непрерывна в П и удовлетворяет условию Липшица по y. Тогда задача Коши 
),( yxfy  , у(x0) = y0 имеет единственное решение ( )y x , определенное в проме-
жутке x   .  
  
x
x
nn
x
x
nnnn dttytyLdttytftytfxyxy
00
)()()))(,()(,(()()( 111
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Д о к а з а т е л ь с т в о  аналогично доказательству предыдущей теоремы с учетом 
того факта, что не нужно следить за тем, что решение может выйти за границу полосы. 
 
Замечание. Пусть функция ),( yxf , заданная в открытой области G, непрерывна и обла-
дает непрерывной производной 
у
f


в G. Тогда на любом замкнутом подмножестве G функция удо-
влетворяет условию Липшица  
 
2121 ),(),( yyLyxfyxf  . 
 
Изложенный в теореме 2.1 метод последовательных приближений является 
частным случаем принципа сжатых отображений. 
 
 
Принцип сжатых отображений 
 
Пусть имеется непустое семейство    функций, определенных на одном и том 
же множестве G и обладающих следующими свойствами: 
1. Каждая функция ограничена M  . 
2. Предел всякой равномерно сходящейся последовательности функций се-
мейства есть функция этого семейства. 
3. На данном семействе    определен оператор А(), который каждую 
функцию этого семейства переводит в функцию того же семейства. 
4. Для любой пары функций 
1
 , 2  семейства 
 
 2 1 1 2( ) supA A k       , 10  k . 
 
Тогда уравнение  
( )А   
 
имеет одно и только одно решение среди функций рассматриваемого семейства. 
В теореме 2.1 оператор  
0
0( ) ( , )
x
x
А y f t dt     
 
удовлетворяет условиям принципа сжатых отображений. 
Геометрический смысл принципа состоит в том, что оператор А переводит «точ-
ки» 
1
 , 2  в «точки» 1
 , 2
 расстояние 1 2sup    между которыми уменьшается. 
Найти решение уравнения ( )А  , значит, найти такую «точку», которая остается не-
подвижной при действии оператора  А. 
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2.2. Уравнения с разделяющимися переменными. 
Однородные уравнения 
 
Уравнением с разделяющимися переменными называются уравнения вида 
 
    ( ) ( )
dy
g x h y
dx
 .                                                     (2.3) 
 
Решения уравнения (2.3), вдоль которых h(y)  0 удовлетворяют соотношению 
 
   Cdxxfyh
dy
)(
)(
. 
 
Говорят, что оно решается в квадратурах, т. к. записывается в интегральной 
форме. 
П р и м е р  1. Решить уравнение xyxy
dx
dy
2
2  . 
Решение. Перепишем данное уравнение в виде  ( 2)
dy
xy y
dx
  . 
Функции y = 0 и y = –2 являются решениями уравнения. Остальные решения 
найдем, разделив переменные в уравнении и проинтегрировав его: 
 
 
xdx
yy
dy
)2(
, 
 
 xdxdy
уy
)
2
11
(
2
1
, 
1
2
ln2lnln Cxyy  ,      
1
2
2
Ce
y
y
x 

,   С1 > 0. 
 
Так как ранее найденное решение y = 0, можно получить из последнего соотно-
шения, положив С1 = 0, то 
 
2
2
x
Ce
y
y


, С  R; или 
2
2
1
2
x
x
Ce
Ce
y

 . 
 
Однородным  дифференциальным уравнением называют уравнения вида 
 
)(
x
y
f
dx
dy
 . 
 
Оно заменой переменной 
x
y
u   приводится к уравнению с разделяющимися пе-
ременными. Правая часть однородного уравнения является однородной функцией ну-
левого измерения, т. е. 
 
),(),( yxftytxf  . 
 
14 
 
П р и м е р  2. Решить уравнение 
2
2
x
eyxy
dx
dy
y
x


 .  
Решение.  Легко проверить, что правая часть однородного уравнения является 
однородной функцией нулевого измерения. Положим xxuxy )()(  , получим 
1
2 u
du
x u u u e
dx

   ,      
x
dx
du
u
e u

2
1
, 
Cxeu  ln
1
,         .ln Cxe
y
x
   
 
П р и м е р  3. Проверить, удовлетворяет ли условию Липшица функция 
 
ln , 0,
( )
0, 0
y y y
f y
y

 

 на отрезке  , .b b  
 
Решение.  Если функция удовлетворяет условию Липшица, то для любых 
 1 2, ,y y b b   должно выполняться неравенство  
 
1 2 1 2
( ) ( )f y f y L y y   . 
 
Для некоторой не зависящей от 
1 2
,y y  положительной постоянной L. Пусть 
1
0y   и 
2
0;y  тогда должно выполняться неравенство 
 
1 1 1
lny y L y ,  или 1ln y L . 
 
При 
1
y , близких к нулю, выполнение последнего неравенства невозможно. Дан-
ная функция на отрезке  ,b b  условию Липшица не удовлетворяет. 
 
 
Задачи и упражнения 
 
1. Установлено, что скорость распада радия прямо пропорционально его ко-
личеству в каждый момент времени. Определить закон изменения массы радия в зави-
симости от времени, если при t = 0 масса радия была m0. 
 
2. Найти общий интеграл дифференциальных уравнений: 
 
         а) 2 2tg sin cos ctg 0x ydx x ydy  ,              б) 2 21 (2 ) 1 0,y dx y x dy      
         в) 2 2(1 ) (1 ) 0,xy y dx x dy                      г) (1 ) ,xydy e y dx   
         д) 2(1 ),
dy
xy y
dx
                                      е) 
2
2
1
,
(1 )
dy y
dx x xy



 
        ж) 1,x y
dy
e
dx
                                                з) 0.x xydy e dx ye dy    
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3. Найти частные решения дифференциальных уравнений и установить, яв-
ляются ли они единственными? 
         а) 
(1 ) (1 ) 0,
(1) 2;
x dx y xdy
y
   

                        б) 
2 3
( 1) ( 1)( 1) 0,
(2) 0.
x y dx x y dy
y
    

 
 
4. Найти общий интеграл дифференциальных уравнений:   
         а) 2 2 ,
dy
x y xy
dx
                                         б) 2( ) 0,x y ydx x dy    
         в) (2 ) 0,x y ydx xdy                       г) (1 ln ),
dy y y
dx x x
   
         д) 
2 2
arcsin ,
dy y
x y x y
dx x
                     е) 2 2 ,
dy
x y x y
dx
    
         ж) 2 2 ,
dy dy
y x xy
dx dx
                                  з) 2 2 .s t s tss    
 
5. Найти частные решения дифференциальных уравнений и установить, яв-
ляются ли они единственными? 
           а) 
2 2 2
( ) ,
(1) 2;
y x y xy y
y
  

                            б) 
( cos ) cos 0,
(π) 1.
y y
x y dx x dy
x x
y
  

 
 
6. Проверить, удовлетворяют ли условию Липшица функции: 
 
            а) 2/3( , ) cosf x y x y   в полосе  П ( , ); β β,x y y x        , 
            б) 2( , ) sin xf x y x y e    в полосе  П ( , ); β β,x y y x        , 
            в) 
2
1/ 2
( , ) sin
x
f x y x y e    в полосе  П ( , ); β β,x y y x        . 
 
 
3. Продолжимость решения. Непрерывная зависимость решения 
 от начальных данных и от правой части уравнения.  
Линейные уравнения первого порядка и уравнения Бернулли 
 
3.1. Продолжимость решения и непрерывная зависимость решения 
 уравнения от начальных данных и от правой части уравнения 
 
Определение 3.1. Решение ( )y x  уравнения ),( yxfy  ,  fC(G) с областью 
определения α,β  называется непродолжимым, если не существует решения с более 
широкой областью определения ba, , сужение которого на α,β  совпадало бы 
с y =  (x).     
Сказанное означает, что область определения α,β  непродолжаемого решения 
обладает свойством максимальности. 
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Теорема 3.1. Пусть функция ),( yxf определена и непрерывна в открытой обла-
сти G и обладает там непрерывной производной 
y
f


, тогда какова бы ни была точка 
(x0, y0) G , задача Коши 
),( yxfy  , 
00 )( yxy   
 
имеет единственное непродолжимое решение ( )y x , определенное в некотором (мак-
симальном) интервале α,β , содержащем точку x0.  
При стремлении x к крайним точкам этого интервала (т. е. при α 0x  или 
β 0x  ) соответствующая точка М(x,  (x)) интегральной кривой стремится к грани-
це области G. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Основная идея доказательства – продолжение локального 
решения (теорема 2.1). Точку (x0, y0) G  погружаем и замкнутый куб П0, целиком при-
надлежащий области G, и применяя теорему 2.1, получаем «кусок» интегральной кри-
вой вблизи точки (x0, y0). На этой кривой берем самую правую точку (x1,y1), и для нее 
проделываем ту же самую процедуру и т. д. Пусть lim βn
n
x

 . 
Возможны следующие случаи: 
1) β  ; 
2) β  , 
0
lim ( ) ( )
x
x

    ; 
3) β  , 
0
lim ( )
x
x


 
не существует; 
4) β  , 
0
lim ( )
x
x y


 
 . 
 
В первом случае вопрос о дальнейшем продолжении отпадает. Во втором 
и третьем случаях решение  ( )y x   нельзя доопределить в точке    с сохранением 
непрерывности. 
В четвертом случае, из предположения, что функцию y =  (x) можно доопреде-
лить естественным образом в точке  , приходим к противоречию. Очевидно, что тогда 
возможно продолжение в некоторую окрестность точки  , целиком принадлежащей 
открытой области G, что противоречит неравенству β  . Приходится признать, что 
точка (, y) не лежит в области G, а находится на границе и, следовательно, решение 
является непродолжимым на отрезок  0 ,βx h . Единственность решения следует из 
единственности локального решения. 
Из приведенных рассуждений следует, что в первом и во втором случаях точка  
(x,(x)) при β 0x   «уходит в бесконечность». В четвертом случае неограниченно 
приближается к фиксированной граничной точке. В третьем случае точка (x, (x)) при 
β 0x   подходит как угодно близко к промежутку, расположенному на вертикальной 
прямой βx  , при этом, указанный промежуток является частью границы G . 
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П р и м е р  1. Рассмотрим задачу Коши 
 
2
yy  , 
by )0( . 
 
Правая часть уравнения удовлетворяет условиям теоремы 3.1. Очевидно, y 0 
является решением задачи Коши при b = 0. 
Когда 0y ,  dx
y
dy

2
. Общее решение уравнения находится по формуле 
1
y =
C x
. 
 
Из начального условия (0)y b  определяем  С = 
1
b
.  
Тогда при b > 0            
x
b
y


1
1
,   
b
x
1
 . 
При 0b                      
x
b
y


1
1
,   
b
x
1
 .  
При 0b                       –  y 0. 
 
 
Таким образом, максимальный интервал определения поставленной задачи Ко-
ши зависит от начальных значений и отличается от всей прямой. Отметим, что при 
приближении к концам интервалов решение «уходит в бесконечность». 
До сих пор мы исследовали решение дифференциального уравнения, когда фик-
сируется начальная точка (x0, y0),  через которую должно проходить это решение. Если 
изменить начальные данные задачи, то будет меняться и решение. Однако незначи-
тельные погрешности в измерении y0  не должны приводить к сильному изменению ре-
шения дифференциального уравнения. Следующая теорема показывает, при каких 
предположениях решение дифференциального уравнения  непрерывно зависит от пра-
вой части самого дифференциального уравнения и от начальных данных. 
 
Теорема 3.2. Если функция ),( yxf  определена, ограничена и непрерывна в от-
крытой области G и через каждую внутреннюю точку (x0, y0) G  проходит только одно 
решение уравнения ( , ),y f x y   определенное на отрезке  α,βх , то это решение 
непрерывно зависит от начальных данных (x0, y0) и от правой части  f (x, y). Более точ-
но, для любого ξ 0  найдется δ 0 , что при  
 
0 0 δx x  ,   0 0 δy y  ,  ( , ) ( , δf x y f x y   в области G  
 
решения задач Коши 
),( yxfy  ;     00 )( yxy  ; 
).( уxfy  ;      00 )( yxy  ,  α,х    
 
отличается меньше чем на ξ , т. е. ( ) ( ) ξу x y x  ,  α,х  . 
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3.2. Линейные уравнения первого порядка и уравнения Бернулли.  
Метод Бернулли, метод вариации постоянных  
 
Линейным дифференциальным уравнением первого порядка  называется уравне-
ние вида 
   )()( xqyxp
dx
dy
 ,                                                (3.1) 
 
где p(x) и q(x) – непрерывные в интервале ( ,  ) функции. Здесь правая часть уравне-
ния )()(),( xqyxpyxf  , )(xp
y
f



. В силу теоремы (2.2) и замечания к ней решение 
линейного уравнения существует и единственно при любых начальных данных (x0, y0), 
x0( ,  ), и определено на интервале ( ,  ). 
Рассмотрим сначала однородное линейное уравнение 
 
   yxp
dx
dy
)( .                                                      (3.2) 
 
Если 0y , его можно переписать в виде 
 
0
ln ( ) ln , 0
x
x
y p t dt C C   , 
0
( )
, 0
x
x
p t dt
y Ce C

  . 
 
Легко проверить подстановкой, что 0y , является решением уравнения (3.2) 
и оно формально соответствует 0C  в общем решении уравнения (3.2). 
 
   0
( )
,
x
x
p t dt
у Ce C

      .                                         (3.3) 
 
Решение задачи Коши получается из (3.3) при 0yC  . 
Неоднородное линейное уравнение )()( xqyxp
dx
dy
  можно свести к однород-
ному подстановкой )()()( xvxuxy   (метод Бернулли).  
Подстановка дает 
 
)())(( xquvxpuvvu  . 
 
Подберем v(x) таким образом, чтобы выражение в скобках обратилось в нуль. 
 
( )v p x v  ,       


x
x
dttp
ev 0
)(
. 
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Тогда  u(x) удовлетворяет уравнению  )(xqvu   и его решение дается формулой 
 
dt
tv
tq
Cu
x
x

0
)(
)(
, 
 
и общее решение )()()( xvxuxy   в конечном итоге 
 
               0 0
0
( ) ( )
( ( ) ) .
t x
x x
p z dz p t dtx
x
y С q t e dt e
  
                                         (3.4) 
 
Вернемся к уравнению (3.1) и применим к нему  метод вариации произвольных 
постоянных (метод Лагранжа). Будем искать решение неоднородного уравнения по 
формуле общего решения однородного уравнения (3.3), представляя произвольную 
константу С функцией от x:  
                    


x
x
dttp
exCу 0
)(
)( .                                                      (3.5) 
 
Подставляя (3.5) в (3.1), получаем уравнение для )(xC  
 
                0
( )
( ) ( )
x
x
p t dt
C x q x e
 
  .                                                        (3.6) 
 
Интегрируя (3.6) и подставляя в (3.4), приходим к формуле (3.4) общего решения 
у(x). 
 
П р и м е р  1. Решить уравнение xexy
dx
dy sin
cos
 . 
Решение.  Ищем решение этого уравнения методом Бернулли в виде произведе-
ния двух функций )()()( xvxuxy  .  
Имеем 
)sin(
))cos((
x
euvxuvvu
 . 
 
Выберем функцию v(x) так, чтобы  
 
cos
dv
x v
dx
  , 
 
т. е. xev sin . Тогда функцию u(x) находим из уравнения 
 
xx
eeu
sin)sin(   ,      Cxu  , 
 
следовательно, xeCxy sin)(  . 
Уравнение вида nyxqyxpy  )()(  )1,0( n  называется уравнением Бернулли. 
Заменой nyz  1 оно приводится к линейному уравнению. Решение уравнения удобней 
искать в виде )()()( xvxuxy  , не приводя его к линейному уравнению. 
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П р и м е р  2. Проинтегрировать уравнение 2y xy xy    при начальном условии 
(0) 2.y   
Решение.  Это уравнение Бернулли, где n = 2. Правая часть уравнения удовлетво-
ряет условиям теоремы 2.1, и задача Коши имеет единственное решение. Полагая 
)()()( xvxuxy  , получим  
2 2
( ) .u v u v vx xu v     
 
Выберем функцию v(x) так, чтобы  
 
0,v vx    
,
dv
x
v
    
2
.
x
v e  
 
Подставим найденное выражение в исходное уравнение, получим 
 
2 2
2 2
,
x x
u e xu e   или  
2
2
.
xdu
xe dx
u
  
Проинтегрируем 
21 1
,
2
x
e C
u
    или 2
2
.
2
x
u
e C



 
Следовательно,  
2
2
2
( ) .
2
x
x
e
y x
e C



 
 
Неизвестную константу С определим из начального условия (0) 2,y  1C   . 
Тогда частное решение 
2
2
2
( ) .
2
x
x
e
y x
e



 
 
 
 
Задачи и упражнения 
 
Решить дифференциальные уравнения:  
 
а) 2 ,у x y                б) cos sin 1y x y x   ,                    в) cos sin cos ,y y x x x     
г) 
1
2
2 ,x
y
y e
x
            д) 2cos sin cos 0,y x y x x          е) 22 ( ),y x x y       
ж) 3,y xy xy             з) 2cos cos ,y y x y x                   и) ( 1)yydx xdy e y dy   . 
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4. Уравнения в полных дифференциалах.  
Дифференциальные уравнения высших порядков. Особые решения. 
Дифференциальные уравнения,  
не разрешенные относительно производной 
 
4.1. Уравнения в полных дифференциалах 
 
Уравнение  
                             0),(),(  dyyxNdxyxM                                                  (4.1) 
 
называется уравнением в полных дифференциалах, если его левая часть является пол-
ным дифференциалом некоторой функции U(x,y) в односвязной области G, т. е. 
 






 dy
y
U
dx
x
U
yxdU ),( dyyxNdxyxM ),(),(  . 
 
Из курса математического анализа известно, для того чтобы уравнение (4.1) бы-
ло уравнением в полных дифференциалах, необходимо и достаточно, чтобы  
 
                 
x
yxN
y
yxM




 ),(),(
.                                                (4.2) 
 
Если известна функция, полным дифференциалом которой является левая часть 
уравнения (4.1), то все решения уравнения удовлетворяют условию U(x,y) = С, где С – 
произвольная постоянная. 
Чтобы найти функцию U (x,y) воспользуемся равенствами 
 
             ),( yxM
x
U



,        ( , ).
U
N x y
y



                                     (4.3) 
 
Интегрируя первое равенство по x, определим функцию U(x,y) с точностью до 
произвольной дифференцируемой функции ( )y , получим 
 
              ( , ) ( , ) Ф( , ) ( )U x y M x y dx x y y    ,                                   (4.4) 
 
где Ф(x,y) – первообразная от М(x,y). Дифференцируя (4.4) по y и учитывая второе ра-
венство (4.3), получаем уравнение для определения функции ( )y : 
 
Ф( , )
( , )
x y
N x y
y y
 
 
 
. 
 
П р и м е р  1. Решить уравнение 0)36()32( 222  dyyxyxdxyxy . 
Решение.  В данном случае 
 
yx
x
N
y
M
62 





,  
 
т. е. левая часть данного уравнения является полным дифференциалом некоторой 
функции U(x,y).  
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Для искомой функции U(x,y) имеем 
  
2
32 yxy
x
U



,   22 36 yxyx
y
U



. 
 
Из первого уравнения получим 
 
2 2
( , ) 3 ( )U x y x y xy y   . 
 
Для определения функции ( )y  дифференцируем последнее равенство по y: 
 
2 2 2
6 ( ) 6 3
U
x y xy y x xy y
y

      

, 
т. е. 23
d
y
dy

  .  Отсюда 3( ) consty y    .  
Общее решение уравнения запишется в виде 
 
Cyxyx  22 36 . 
 
 
4.2. Дифференциальные уравнения высших порядков 
 
Определение 4.1. Уравнение  
 
   0),...,,,,( )(  nyyyyxF ,                                                (4.5) 
 
где x – независимая переменная, y – искомая функция, а функция  F  определена и не-
прерывна в некоторой области 2nG R   )1( n  и, во всяком случае, зависит от y(n), 
называется обыкновенным дифференциальным уравнением n-го порядка. 
Общее решение и общий интеграл уравнения (4.5) определены в гл. 1. 
Задачей Коши для уравнения (4.5) называется задача нахождения решения y(x) 
уравнения (4.1), удовлетворяющего начальным условиям 
 
              
00 )( yxy  ,    00 )( yxy  , … ,
)1(
0
)1(  
nn
yy ,                           (4.6) 
 
где 0 (α,β)x  ,  y0,  0y  ,   …, 
)1(
0
n
y  – заданные числа. 
Дифференциальное уравнение n-го порядка, разрешенное относительно старшей 
производной имеет вид 
 
                  ),...,,,(
)1()(  nn yyyxfy  ,                                           (4.7) 
 
где функция  f  также предполагается непрерывной в некоторой области 1 nRD  из-
менения своих аргументов. Имеет место теорема локального существования и един-
ственности задачи Коши. 
Теорема 4.1. Если фyнкция  f  непрерывна в области D и удовлетворяет условию 
Липшица по переменным )(,..., nyyy  , то для любой точки Dyyyx
n


),...,,,(
)1(
0000  су-
ществует единственное решение уравнения (4.7), определенное в некоторой окрестно-
сти точки 0 (α,β)x   и удовлетворяющее условиям (4.6). 
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Если частная производная 0),...,,(
)1(
000)(


 n
n
yyx
y
F
, то по теореме о неявной 
функции уравнение 
0),...,,,,(
)(  nyyyyxF  
 
в окрестности точки Dyyyx
n


),...,,,(
)1(
0000 определяет  y
(n)  как неявную функцию  
 
),...,,,(
)1()(  nn yyyxfy , 
 
и имеет место теорема, аналогичная теореме (4.1). 
 
Теорема 4.2. Пусть функция F непрерывна в области G и имеет непрерывные 
частные производные по переменным )(,..., nyyy  . Тогда для любой точки  
Gyyyx
n
 ),...,,,(
)(
0000  такой, что 
 
0),...,,,,(
)(
00000 
n
yyyyxF ,    0),...,,(
)1(
000)(


 n
n
yyx
y
F
, 
 
существует единственное решение уравнения (4.5), определенное в некоторой окрест-
ности точки 
0
( , )x     и удовлетворяющее условиям (4.6). 
Рассмотрим некоторые типы уравнений высших порядков, разрешаемых в квад-
ратурах. 
                                 )()( xfy n  ,                                                         (4.8) 
 
где  f (x) – непрерывная функция при (α,β)x . 
Общее решение уравнения (4.8) в форме Коши имеет вид 
 
   



 


x
x
x
x
x
x
n
n
n
n
yxxyxx
n
y
xx
n
y
dxdxdxxfy
0 0 0
000
2
0
)2(
01
0
)1(
0 )(...)(
)!2(
)(
)!1(
....)(... . 
 
Уравнение     
                                   ),( yxfy                                                    (4.9) 
 
не содержит явно переменной y и c помощью замены )(xpy   приводится к уравне-
нию первого порядка ),( pxfp  . Если последнее уравнение решается в квадратурах, 
то и исходное уравнение (4.9) разрешается в квадратурах. 
Уравнение 
                                          ),( yyfy                                                       (4.10) 
 
не содержит явно переменной x и с помощью замены  
 
)(ypy   
 
приводится к уравнению первого порядка 
 
),( pyfpp  . 
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П р и м е р  2. Найти решение задачи Коши   
 
02
42  yyyy ,   1)0( y ,   2)0( y . 
 
Решение.  Предварительно убедимся, что искомое решение существует и един-
ственно. Перепишем данное уравнение: 
2 4
2
y y
y
y
 
   . 
Правая часть – функция 
y
yy
yyxf
2
),,(
42 
  непрерывна и имеет непрерыв-
ные производные 
2
42
2
),,(
y
yy
yyxf y

 , 
y
yy
yyxf y
3
),,(

  в окрестности точки 
(0;1;2). Поэтому, в силу теоремы 4.2 решение существует и единственно. Положим 
)(ypy  , тогда относительно  р = р(y) получим уравнение 
 
y
рр
рр
2
42 
 . 
 
Для искомого решения 0p , 0y , поэтому, разделяя переменные, получим 
 
y
dy
pp
dp



42
2
,  
откуда 
yC
p
p
ln
1
ln
2
2


   ( 0C ),       yC
p
p
12
2
1


  )0( 1 C . 
 
Постоянную С1 найдем из начальных условий, поскольку 1)0( y , 
2)0()0(  py  и  0p , то С1= 
5
4
 и 
1
4
5
1


y
p . 
Имеем 
1
4
5
1


y
dx
dy
,    или    dxdyy 1
4
5
. 
Отсюда   2
2
3
)1
4
5
(
15
8
Сxy  . 
Из условия  1)0( y  найдем С2 = 
1
15
.  
Поэтому 
2
3
1 4
(15 1)
15 5
y x   . 
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4.3. Особые точки. Особые решения 
 
Рассмотрим дифференциальное уравнение первого порядка, не разрешенное от-
носительно производной 
 
                         0),,( yyxF .                                                    (4.11) 
 
Определение 4.2. Решение ( )y x  уравнения (4.11) называется особым реше-
нием, если через каждую его точку, кроме этого решения, проходит и другое решение, 
имеющее в этой точке ту же касательную, что и решение ( )y x , и отличное от него 
в любой окрестности этой точки. Интегральная кривая, соответствующая особому ре-
шению, называется особой интегральной кривой уравнения (4.11). 
Из теоремы (4.2) следует, что каждое особое решение должно удовлетворять 
уравнениям 
                           0),,( yyxF ,     0),,( 


yyx
y
F
;                                      (4.12) 
 
иначе в силу указанной теоремы решение будет единственным. 
Уравнение (4.12) определяет одну или несколько кривых, которые называются 
дискриминантными кривыми уравнениями (4.11). Особое решение является дискрими-
нантной кривой. Обратное утверждение неверно: не всякая дискриминантная кривая 
является особым решением. 
Определение 4.3. Линия L называется огибающей однопараметрического семей-
ства линий, если она в каждой своей точке касается той или иной линии семейства, 
причем в различных точках линия L касается различных линий данного семейства 
(рис. 6). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Теорема 4.3. Пусть Ф( , , ) 0x y C   – однопараметрическое семейство решений 
уравнения (4.11) (общий интеграл), имеющее огибающую ( )y x , (α,β)x . Тогда эта 
огибающая есть особая интегральная кривая уравнения (4.11). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что ( )y x  является решением уравнения 
(4.11). Пусть (x0, y0), 0 0( )y x  – произвольная точка огибающей. Тогда через эту точку 
проходит решение ( )y x  из семейства Ф( , , ) 0x y C   решений уравнения, которое ка-
сается огибающей в этой точке. Очевидно, что в точке касания 0 0( ) ( )x x  , 
0 0( ) ( )x x    . Так как точка x0 – произвольная точка на интервале ( , )  , то 
( , ) 0F x    на ( ) . 
y 
x 
Рис. 6 
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Пусть известно семейство интегральных линий Ф( , , ) 0x y C  . Допустим, что 
существует огибающая этого семейства. Тогда точки этой огибающей удовлетворяют 
уравнению Ф( , , ) 0x y C  , где  С  не постоянно, а в каждой точке огибающей принимает 
свое значение, т. е. )())(,( xСxyxCС  ,  Ф( , , ( )) 0x y C x  . 
Продифференцируем уравнение по x, считая, что )(xС  – дифференцируемая 
и не постоянная функция.  
Получим 
Ф Ф Ф 0x y С xy С       . 
 
С другой стороны, для любой интегральной кривой (С – const) имеем 
  
Ф Ф 0x y y    . 
 
Чтобы огибающая и интегральная линия при условии Ф 0у   (в противном слу-
чае мы считали бы x функцией, а y аргументом) имели общую касательную, т. е. значе-
ния y   были одинаковы, необходимо положить 
 
Ф 0С  . 
 
Огибающая семейства удовлетворяет уравнениям 
 
                          СФ =0 ,     Ф( , , ) 0x y C  .                                            (4.13) 
 
Исключая параметр С  из уравнений (4.13), получим уравнение огибающей. 
 
Замечания: 
1. Если для семейства Ф( , , ) 0x y C   некоторая функция ( )y x  является уравнением 
геометрического места особых точек, т. е. точек, где Ф 0x   и Ф 0y  , то координаты этих точек 
также удовлетворяют уравнениям (4.13). 
2. Уравнения (4.13) определяют либо огибающую, либо геометрическое место особых точек, 
либо сочетание того и другого. Некоторая ветвь дискриминантной кривой ( )y x  является заве-
домо огибающей, если выполняется условие Ф ( , , ) 0у x y C   или xФ ( , , ) 0x y C  . 
 
П р и м е р  3. На всей плоскости (x,y) дано семейство кривых 
3Ф( , , ) ( ) 0x y C y x C    . 
Оно состоит из кубических парабол, полученных из одной 3xy   сдвигом вдоль  
оси Оx.  
Приравнивая ФС  нулю, получим 
2
3( ) 0x C   . Отсюда ( )C x x  . Подставляя 
это в уравнение семейства, получим прямую 0y , которая является огибающей се-
мейства (рис. 7).  
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4.4. Дифференциальные уравнения,  
не разрешенные относительно производной 
 
Рассмотрим дифференциальное уравнение первого порядка, не разрешенное от-
носительно производной 
0),,( yyxF . 
 
Пусть уравнение легко разрешается относительно y или относительно x, напри-
мер его можно записать в виде 
 
                                           ),( yxfy  .                                                       (4.14) 
 
Введя параметр 
dx
dy
p  , получим ),( pxfy  . Взяв полный дифференциал от 
обеих частей последнего равенства, получим уравнение 
 
dp
p
pxf
dx
x
pxf
pdx






),(),(
. 
 
Если найдется решение этого уравнения Ф( , )x p C , то решение исходного 
уравнения записывается в параметрической форме 
 
                           Ф( , )x p C ,            ),( pxfy  .                                   (4.15) 
 
Таким методом интегрируются уравнения Клеро 
 
( )y xy f y    
и уравнение Лагранжа 
( ) ( ).y xg y f y    
 
y 
x 
Рис. 7 
y = 0 
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П р и м е р  4. Решить уравнение  2)(2 yyxy  , найти особое решение. 
Решение.  Данное уравнение является уравнением Лагранжа. Введем параметр 
dx
dy
p  , получим 22 ppxy  . Продифференцируем обе части по x: 
 
pppp  221 , или 0)1(2)1(  dppdxp . 
 
Отсюда 1,p   или Cpx  2 . Поэтому решениями исходного уравнения яв-
ляются функции 
1 xy ,        22 ,2 .x p Cy x p p      
 
Исключив параметр p, имеем 
 
1 xy ,   
4
)(
2
xC
Cy

 . 
 
Семейство функций 
2
( )
, , )
4
Ф(
C x
x y C y C

    является однопараметрическим се-
мейством интегральных кривых.    
Дискриминантную кривую находим из системы уравнений (4.12), исключив y  : 
 

2
2 0,
2 2 0.
y x y y
y
    
  
 
 
 Получаем 1 xy . Выясним, является ли функция 1 xy  особым решением. 
Выполняется условие Ф = 1у , следовательно, в силу замечания 2, 1 xy  есть особое 
решение. 
Пусть tgβ k , тогда, как известно, 
tgα tgβ
tg(α β)
1 tgαtgβ

  . Из геометрического 
смысла производной следует, что интегральные кривые уравнения 0),,( yyxF  пере-
секают интегральные кривые уравнения 0)
1
,,( 


yk
ky
yxF

 под одним и тем же углом 
β, tgβ k . В частности, интегральные кривые уравнения 0),,( yyxF  и интегральные 
кривые уравнения 0)
1
,,( 


y
yxF  ортогональны.  
П р и м е р  5. Найти линии, ортогональные линиям семейства гипербол axy  . 
Решение.  Продифференцировав левую и правую часть по x, составим дифферен-
циальное уравнение семейства гипербол:  
 
0 yyx . 
 
Дифференциальное уравнение семейства линий, ортогональным данным гипер-
болам, имеет вид 
0 y
dy
dx
x , или  0 xdxydy . 
Отсюда находим искомые линии Cxy  22 . 
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Задачи и упражнения 
 
1. Найти общий интеграл дифференциальных уравнений: 
а) (12 5 2) (5 2 1) 0,x y dx x y dy                 б) 
2 2 2 2
(3 ) (3 6 ) 0,xy x dx x y y dy     
в) (ln 2 ) ( 2 ) 0,
x
y x dx y dy
y
                          г) 
2
2
sin 2 sin
( ) ( ) 0.
x x
x dx y dy
y y
     
 
2. Найти частный интеграл дифференциального уравнения 
2 3
3 ( 1) 0,
y y
x e x e y    
удовлетворяющий начальному условию (0) 1.y   
 
3. Найти общий интеграл дифференциальных уравнений: 
      а) 2cos2 ,y x                                                    б) 
4
sin sin 2 ,xy x   
      в) sin 2 ,y x x                                                     г) 
3
3
.y
x
   
 
4. Найти частный интеграл дифференциального уравнения: 
       а) cos8 ,y x   удовлетворяющий начальным условиям (0) 0, (0) 0;y y   
       б) sin3 ,y x   удовлетворяющий начальным условиям (0) 0,5, (0) 0.y y   
 
5. Найти общий интеграл дифференциальных уравнений: 
       а) 3 2 1,x y x y                                              б) (ln ln ),xy y y x     
       в) ln ,y x x y                                                 г) 1 0,xy y x      
       д) 22( ) ( 1) ,y y y                                         е) 2 3( ) ( ) ,yy y y     
      ж) 22 1 ( ) ,yy y                                             з) 2(1 ln ) (1 ln )( ) 0.y y y y y      
 
6. Найти частный интеграл дифференциального уравнения: 
        а) 3 1;y y        ( 2) 1, ( 2) 1,y y            б) 
2
2 ;yy y    ( 1) 4, ( 1) 1,y y        
        в) 2xy y  ;    (1) 2, (1) 0,y y                 г) 
2 2
(1 ) 0;x y y     (1) (1) 1.y y   
 
7. Найти огибающую семейства линий: 
        а) 
4
,
x
y Ce
C
                                             б) 2 2( 3 ) 0.x C x y C     
8. Решить уравнение 2( ) 2 0.y xy y     Имеет ли это уравнение особое решение? 
 
9. Решить уравнение  3 28 12 3 .y x y y    Имеет ли это уравнение особое реше-
ние? 
 
10. Составить уравнение семейства линий, пересекающих эллипсы 2 23x y C      
под углом 45º. 
 
11. Составить уравнение семейства линий, пересекающих параболы 2y C x    
под углом 90º. 
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5. Линейные дифференциальные уравнения n-го порядка.  
Однородные и неоднородные линейные дифференциальные уравнения 
n-го порядка с постоянными коэффициентами 
 
5.1. Однородные и неоднородные линейные  
дифференциальные уравнения n-го порядка 
 
Определение 5.1. Дифференциальное уравнение n-го порядка вида 
 
                            )()(...)(
)1(
1
)(
xfyxayxay n
nn   ,                                   (5.1) 
 
где  а1, а2, …, аn  и  f (x) – заданные функции от x или постоянные, называется линейным 
(ЛДУ). Если 0)( xf , то уравнение называется линейным неоднородным (ЛНДУ). Если 
же 0)( xf , то уравнение называется линейным однородным уравнением (ЛОДУ).  
Для левой части (5.1) введем специальное обозначение 
 
yxayxayyL n
nn
)(...)()(
)1(
1
)(    
 
и будем называть L линейным дифференциальным оператором порядка n. При этом он 
обладает очевидным свойством линейности: 
 
)()()( 22112211 yLCyLCyCyСL  . 
 
В дальнейшем будем считать, что а1, а2, …, аn  и  f (x) – непрерывные функции  
переменной x,  ,x    тогда задача Коши имеет непрерывное решение на   (см. 
теорему (4.2). 
Определение 5.2. Функции )(),...(),( 21 xyxyxy n  называются линейно независи-
мыми на отрезке   , если тождество 
 
0)(...)()( 2211  xyСxyСxyС nn  
 
возможно лишь в том случае, когда все постоянные 
nCCC ,...,, 21  равны нулю. В про-
тивном случае функции называются линейно зависимыми. 
В случае двух функций )(),( 21 xyxy  функции будут линейно зависимыми на от-
резке   , если их отношение на этом отрезке равно постоянной 
2
1
y
y
= const. 
 
Теорема 5.1. Если )(),...(),( 21 xyxyxy n  решения однородного уравнения, то их 
линейная комбинация 
)(...)()( 2211 xyСxyСxyС nn  
также является решением. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из линейности оператора L следует 
 
0)()()( 22112211  yLCyLCyCyСL . 
 
Оказывается, что задача разрешения неоднородного уравнения сводится к задаче 
разрешения однородного уравнения.  
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Определение 5.3. Пусть функции )(),...(),( 21 xyxyxy n  имеют непрерывные про-
изводные до порядка (n –1) на   .  
Определитель 
                     
1 2
1 2
1 2
( 1) ( 1) ( 1)
1 2
...
...
( , ,..., )
... ... ... ...
...
n
n
n
n n n
n
y y y
y y y
W y y y
y y y
  
  

                           (5.2) 
 
называется определителем Вронского для системы функций  )(),...(),( 21 xyxyxy n . 
Теорема 5.2. Пусть функции )(),...(),( 21 xyxyxy n  имеют непрерывные производ-
ные до порядка  (n – 1) на   . Если система )(),...(),( 21 xyxyxy n  линейно зависима, 
то определитель 0)( xW , ( , )x   . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из линейной зависимости системы функций следует, что 
найдется хотя бы одно число для определенности 0nС .  
Тогда  
1
1
1
1 ... 
 n
n
n
n
n y
C
C
y
C
C
y ,      ( , )x   . 
 
Для производных имеют место аналогичные равенства. Если в последний стол-
бец определителя Вронского подставить указанные выражения, то последний столбец 
будет линейной комбинацией предыдущих столбцов, поэтому определитель Вронского 
0)( xW , ( , )x   . 
Из доказанной теоремы следует, что если определитель Вронского 0W  хотя  
бы в одной точке 0 ( , )x    , то система )(),...(),( 21 xyxyxy n  линейно независима. Это 
условие является и необходимым, если дополнительно предполагается, что 
)(),...(),( 21 xyxyxy n  – решения уравнения 0)( yL . 
Теорема 5.3. Пусть функции )(),...(),( 21 xyxyxy n  линейно независимы и являют-
ся решением уравнения  0)( yL . Тогда определитель Вронского W(x)  не обращается 
в нуль ни в одной точке рассматриваемого промежутка ( , )  . 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Решение ЛОДУ с нулевыми начальными данными, оче-
видно, имеет тривиальное решение 0y , которое является единственным. Предполо-
жим противное: пусть W (x0) = 0,   0 ( , )x    .  
Тогда система 
0)(...)()( 0022011  xyСxyСxyС nn , 
0)(...)()( 0022011  xyСxyСxyС nn ,  
……………………………………… 
( 1) ( 1) ( 1)
1 1 0 2 2 0 0
( ) ( ) ... ( ) 0
n n n
n n
С y x С y x С y x       
 
имеет ненулевое решение C1, C2,…, Cn (определитель системы есть W(x0) = 0). Тогда 
функция )(...)()( 2211 xyСxyСxyСy nn  в силу выбора коэффициентов C1, C2,…, 
Cn имеет нулевые начальные значения и удовлетворяет однородному уравнению 
L(y) = 0, поэтому 0)( xy , ( , )x   . Получили противоречие с линейной независимо-
стью системы функций )(),...(),( 21 xyxyxy n . 
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Из теорем следует, что критерием того, что система решений )(),...(),( 21 xyxyxy n  
уравнения  0)( yL линейно независима, может служить необращение в нуль опреде-
лителя Вронского хотя бы в одной точке рассматриваемого промежутка ( , )  . 
Имеет место формула Остроградского – Лиувилля 



x
x
dtta
exWxW 0
1 )(
0)()( . 
 
Из нее видно, что, если вронскиан не обращается в нуль в точке x0, он не обра-
щается в нуль ни в одной точке рассматриваемого промежутка ( , )  . 
Определение 5.4. Система функции  )(),...(),( 21 xyxyxy n  n линейно независимых 
решений ЛОДУ порядка n называется фундаментальной системой решений этого 
уравнения. 
Теорема 5.4. Однородное дифференциальное уравнение  
 
0)(...)()(
)1(
1
)(   yxayxayyL n
nn
 
 
с непрерывными в промежутке ( , )   коэффициентами имеет фундаментальную систе-
му решений. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если в качестве матрицы начальных условий взять 
0)( 0 xW . Тогда функции )(),...(),( 21 xyxyxy n  в силу теоремы (5.2) линейно независимы. 
Теорема 5.5. Если система функции )(),...(),( 21 xyxyxy n  образует фундамен-
тальную систему решений 0)(...)()( )1(1
)(   yxayxayyL n
nn , то общее решение 
дается формулой 
)(...)()( 2211 xyСxyСxyСy nn . 
 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Произвольное частное решение определяется начальными 
условиями 
00 )( yxy  ,  00 )( yxy  , … , 
)1(
0
)1(  
nn
yy , 
 
при некоторых значениях C1,  C2,…, Cn,  которые однозначно определяются из системы 
алгебраических уравнений с определителем 0)( 0 xW . 
П р и м е р  1. Показать, что функции 
1
( ) ,y x x   2 ( )
x
y x e  образуют фундамен-
тальную систему некоторого линейного однородного уравнения второго порядка. Со-
ставить это уравнение и найти решение задачи Коши с начальными условиями 
(0) (0) 1.y y   
Решение.  Найдем определитель Вронского 
1 2
( , ).W y y  
 
1 2
( , ) ( 1) 0
1
x
x
x
x e
W y y e x
e
     при 1.x   
 
Функции 
1
( ) ,y x x  2 ( )
x
y x e  образуют фундаментальную систему решений ли-
нейного уравнения второго порядка.  
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Будем искать это уравнение в виде 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0y x p x y x q x y x    , 
где  q(x) и  p(x) – неизвестные функции. Подставляя в дифференциальное уравнение 
функции 
1
( ) ,y x x  2 ( )
x
y x e , получаем систему для определения неизвестных функ-
ций: 
( ) ( ) 0,
( ) ( ) 0.
x x x
p x xq x
e e p x e q x
 

  
 
 
Из этой системы находим 
1
( ) ,
1
q x
x


   ( ) .
1
x
p x
x



 
 
Искомое уравнение имеет вид 
 
1
( ) ( ) ( ) 0.
1 1
x
y x y x y x
x x
   
 
 
 
Общее решение этого уравнения:  1 2( ) .
x
y x C x C e   Частное уравнение находим 
из начальных условий 
0
2
1,C e   
0
1 2
1.C C e   
Откуда 
2
1,C    
1
0,C   ( ) .xy x e  
Теорема 5.6. Общее решение линейного неоднородного уравнения (5.1) склады-
вается из общего решения соответствующего ему однородного уравнения и какого-
нибудь частного решения неоднородного уравнения. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Y (x) – какое-нибудь частное решение уравнения 
(5.1). Введем новую искомую функцию ( )y x  по формуле 
 
( ) ( ) ( )y x Y x y x  . 
 
Тогда подстановкой в уравнение (5.1) убедимся, что ( )y x  должно удовлетворять 
однородному уравнению 
 
( ) ( 1)
1
( ) ( ) ... ( ) 0
n n
n
L y y a x y a x y
     . 
 
Поскольку общее решение однородного уравнения задается формулой 
 
1 1 2 2
( ) ( ) ... ( )
n n
y С y x С y x С y x    , 
 
где )(),...(),( 21 xyxyxy n  – фундаментальная система решений, соответствующей одно-
родной системы, то в соответствии со сказанным формула 
 
)()(...)()( 2211 xYxyСxyСxyСy nn   
дает общее решение. 
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Будем искать общее решение y(x) методом вариации постоянных в виде 
 
              
1 1 2 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )
n n
y x С x y x С x y x С x y x    ,                          (5.3) 
 
где C1(x), C2(x),…, Cn(x) – дифференцируемые функции, подлежащие определению, 
а )(),...(),( 21 xyxyxy n  – фундаментальная система решений соответствующего однород-
ного уравнения.  
Если положить 
0)(...)()( 2211  xyСxyСxyС nn , 
0)(...)()( 2211  xyСxyСxyС nn ,  
……………………………………… 
( 2) ( 2) ( 2)
1 1 2 2
( ) ( ) ... ( ) 0
n n n
n n
С y x С y x С y x        , 
 
то недостающее уравнение получаем из (5.1), подставляя в него (5.3) и учитывая выпи-
санные выше уравнения.  
Имеем 
( 1) ( 1) ( 1)
1 1 2 2
( ) ( ) ... ( ) ( )
n n n
n n
С y x С y x С y x f x        . 
 
Получили систему относительно функций C1(x), C2(x),…, Cn(x) с определителем 
0)( xW , из нее однозначно определяются искомые функции. 
 
 
5.2. Однородные и неоднородные линейные дифференциальные уравнения 
n-го порядка с постоянными коэффициентами 
 
Предварительно рассмотрим дифференциальное уравнение второго порядка 
 
                                  0 qyypy ,                                                     (5.4) 
 
где p, q – постоянные действительные числа. Чтобы найти общий интеграл этого урав-
нения, достаточно найти два линейно независимых решения. 
Будем искать частные решения в виде 
 
                    kxey  ,  где  const;k                                               (5.5) 
тогда  
         kxkey  ,     kxeky 2 . 
 
Подставляя полученные выражения производных в уравнение (5.4), находим 
 
.0)(
2  qpkkеkx  
 
Так как  ,0kxe  то  
 
                                 .02  qpkk                                                      (5.6) 
 
Уравнение (5.6) называется характеристическим уравнением дифференциально-
го уравнения (5.4). Оно является квадратным и имеет два корня k1, k2. 
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При этом возможны три случая: 
   1)  k1, k2 – действительные различные корни; 
   2)  k1, k2  – комплексно-сопряженные корни; 
   3)  k1, k2 – действительные и равные корни. 
Рассмотрим каждый случай отдельно. 
1. Корни характеристического уравнения действительны и различны: 
21 kk  . 
Частные решения xkey 11   и 
xk
ey 22   являются линейно независимыми, т. к. 
  
1
1 2
2
( )1
2
const.
k x
k k x
k x
у е
e
у e

    
 
Следовательно, общий интеграл имеет вид  
 
.)( 21 21
xkxk
eCeCxy   
 
2. Корни характеристического уравнения комплексные: 1 ,k i       2k i   , 
где 
2
p
   ;   
2
4
p
q   . 
Частные решения можно записать в форме 
 
1 ( )
1( ) (cos sin )
k x i x x
y x e e e x i x
        , 
2 ( )
2 ( ) (cos sin )
k x i x x
y x e e e x i x
        . 
 
Введем в рассмотрение действительные функции по формулам 
 
α1 2
1
cosβ
2
xy y
y e x

  ,  
α1 2
2
sinβ
2
xy y
y e x
i

  . 
 
Функции 
1 2
,y y  линейно независимые и являются также частными решениями 
уравнения (5.4). 
Следовательно, общее решение уравнения (5.4) в случае комплексных корней 
имеет вид 
1 2( cos sin )
x
y e C x C x
    . 
 
3. Корни характеристического уравнения действительны и равные, 
21 kk  . 
Частные решения xkey 11   и 
xk
ey 22   являются линейно зависимыми, поэтому будем 
искать второе частное решение в виде 
xk
exuy 1)(.2  , где u(x) – неизвестная функция, 
подлежащая определению. 
Дифференцируя, находим 
 
)( 112
111 ukueuekeuy
xkxkxk
 , 
)2(
2
11
2
112
1111 ukukueuekeukeuy
xkxkxkxk
 . 
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Подставляя выражения производных в уравнение (6.3), получаем 
 
1 2
1 1 1
(2 ) ( ) 0
k x
e u k p u k pk q u         . 
 
Так как 1k  кратный корень характеристического уравнения (6.3), то 
2
21
p
kk   и 
2
1 1
0k pk q   . 
Следовательно, для того чтобы найти u(x), надо решить уравнение 0u . Инте-
грируя, получаем BAxu  . В частности, можно положить  А = 1,  В = 0 и тогда .u x  
Таким образом, 
1
2
k x
y xe . 
 
Поэтому общим интегралом будет функция ).()( 21
1 xCCexy
xk
  
Рассмотрим однородное дифференциальное уравнение n-го порядка 
 
0)(...)(
)1(
1
)(   yxayxay n
nn
, 
 
где 
naaa ,...,, 21  – постоянные. Общее решение его находится так же, как и в случае 
уравнения второго порядка. 
1. Составляем характеристическое уравнение 
 
.0...
2
2
1
1 

n
nnn
akakak  
 
2. Находим  n  корнeй характеристического уравнения 
 
nkkk ,...,, 21 . 
 
3. По характеру корней выписываем частные линейно независимые решения, 
руководствуясь тем, что: 
а) каждому действительному однократному корню k соответствует частное ре-
шение kxe ; 
б) каждой паре комплексных сопряженных корней 1 ,k i     2k i    соот-
ветствуют два частных решения cosxe x  , sinxe x  ; 
в) каждому действительному корню кратности r соответствует r линейно неза-
висимых частных решений: 
kxrkxkx
exxee
1
,...,,
 ; 
 
г) каждой паре комплексных сопряженных корней 1 ,k i     2k i     крат-
ности    соответствуют 2  частных решения: 
 
cos
x
e x
  ,  cos
x
xe x
  , …, 1 cosxx e x   , 
sin
x
e x
  ,  sin
x
xe x
  , …, 1 sinxx e x   . 
 
4. Найдя n  линейно независимых частных решений )(),...(),( 21 xyxyxy n , строим 
общее решение данного линейного уравнения )(...)()( 2211 xyСxyСxyСy nn , где 
C1,  C2,…, Cn – произвольные постоянные. 
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П р и м е р  2. Найти общее решение уравнения  .0)4(  yy  
Решение.  Составим характеристическое уравнение 4 1 0.k    Находим корни ха-
рактеристического уравнения: 
 
,11 k      ,12 k      ,3 ik       .4 ik   
 
Тогда общий интеграл однородного уравнения имеет вид 
 
,sincos 4321 xCxCeCeCy
xx   
 
где С1, С2, С3, С4 – произвольные постоянные. 
Рассмотрим неоднородное линейное дифференциальное уравнение второго по-
рядка 
                                        )(xfqyypy  ,                                                 (5.7) 
 
где p, q – постоянные действительные числа. Чтобы найти общий интеграл этого урав-
нения, достаточно найти общее решение соответствующего однородного уравнения 
и какое-либо частное решение неоднородного уравнения (теорема 5.6). 
1. Пусть правая часть (5.7) имеет вид 
 
( ) ( ) ,
x
nf x P x e
  
 
где )(xPn  – многочлен n-й степени. Тогда возможны следующие частные случаи: 
А. Число   не является корнем характеристического уравнения 
 
.0
2  qpkk  
 
В этом случае частное решение нужно искать в виде 
 
                   
1
0 1* ( ... ) ( )
n n x x
n ny A x A x A e Q x e
       ,                           (5.8) 
  
Действительно, подставляя y* в (5.7) и сокращая все члены на множитель xe , 
будем иметь 
                   
2
( ) (2 ) ( ) ( ) ( ) ( ).n n n nQ x p Q x p q Q x P x                                  (5.9) 
 
Слева и справа от знака равенства стоят многочлены n-й степени, приравнивая 
коэффициенты при одинаковых степенях x, получим систему ( 1)n  уравнений для 
определения неизвестных коэффициентов А0, А1, …, Аn. 
Б. Число   есть простой (однократный) корень характеристического уравнения 
 
2
0p q     . 
 
Если бы в этом случае частное решение мы стали искать в форме (5.8), то в ра-
венстве (5.9) слева получили многочлен ( 1)n  степени, т. к. 
nQ (x) – многочлен ( 1)n   
степени. Поэтому в рассматриваемом случае частное решение нужно брать в виде мно-
гочлена ( 1)n  степени, но без свободного члена (т. к. свободный член исчезнет при 
дифференцировании) 
* ( )
x
ny xQ x e
 . 
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В. Число   есть двукратный корень характеристического уравнения, 
2
p
   . 
В рассматриваемом случае частное решение нужно брать в виде многочлена  (n + 2)  
степени, т. к. в равенстве (5.9) слева стоит лишь 
nQ  (x) – многочлен ( 2)n степени: 
 
2
* ( )
x
ny x Q x e
 . 
 
2. Пусть правая часть (5.7) имеет вид 
 
( ) ( ) соs ( ) sinx xn mf x P x e x R x e x
     . 
 
Заменяя сos x  и sin x  через показательные функции по формулам Эйлера, по-
лучим 
( ) ( ) ( )
2 2
i x i x i x i x
x x
n m
e e e e
f x P x e R x e
i
     
    , или 
( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ) ( )
2 2 2 2
i x i x i x i x
n m n m l lf x P x R x e P x R x e P x e R x e
i i
             , 
где  nml ,max . Привели правую часть к случаю 1. 
А. Если число   i   не является корнем характеристического уравнения, то 
частное решение нужно искать в виде 
 
* ( ( ) cosβ ( )sin )x l ly е Q x x S x x
   . 
 
Б. Если число σ α βi   есть корень характеристического уравнения, то частное 
решение следует искать в виде 
 
* ( ( ) cosβ ( )sin )x l ly xе Q x x S x x
   . 
 
Рассмотрим важный частный случай. Пусть правая часть уравнения (5.7) имеет 
вид 
( ) cos sinf x P x R x    , 
 
где P, R – постоянные числа, одно из которых может быть равно нулю. 
А. Если число i  не является корнем характеристического уравнения, то частное 
решение нужно искать в виде 
* cos siny Q x S x    . 
 
Б. Если число βi  является корнем характеристического уравнения, то частное 
решение следует искать в виде 
* ( cosβ sin )y x Q x S x   .  
 
П р и м е р  3. Найти общее решение неоднородного линейного уравнения  
.4sin24 xyy   
Решение.  Характеристическое уравнение 042 k  имеет корни ik 2 . По-
этому общий интеграл соответствующего однородного уравнения есть 
 
1 2
cos 2 sin 2y C x C x  . 
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Частное решение неоднородного уравнения ищем в виде 
 
xBxAy 4sin4cos*  , 
 
где А, В – постоянные коэффициенты, подлежащие определению. Подставляя y* в за-
данное уравнение, будем иметь 
 
xxBxAxBxA 4sin24sin44cos44sin164cos16  . 
 
Приравнивая коэффициенты при cos4x  и при sin4x, получим два уравнения для 
определения  А  и  В. 
012  A ,   212  B . 
Откуда  А = 0,  В = –
1
6
. 
Общее решение данного уравнения ( ) ( ) *( )y x y x y x  . 
 
xxCxCy 4sin
6
1
2sin2cos 21  . 
П р и м е р  4. Решить неоднородное линейное уравнение  
1
4 .
cos 2
y y
x
    
Решение.  Правая часть уравнения не является правой частью специального вида, 
поэтому применим метод вариации постоянных. Общее решение однородного уравне-
ния определяется формулой 
1 2
( ) cos 2 sin 2 .y x C x C x   
 
Общее решение будем искать в форме  
 
1 2
( ) ( )cos 2 ( )sin 2 ,y x C x x C x x   
 
где С1(x), С2(x) – функции, определяемые из системы 
 
1 2
1 2
( ) cos 2 ( )sin 2 0,
1
( )( 2sin 2 ) ( )2cos 2 .
cos 2
С x x C x x
C x x C x x
x
  
   
 
 
Откуда  
2
1
( ) ,
2
С x    
1
1
( ) tg2
2
C x x   .  
Интегрируя, получаем 
 
2 2
1
( ) ,
2
C x x C      
1 1
1
( ) ln cos 2 .
4
C x x C   
 
Тогда общее решение уравнения 
 
1 2
1 1
( ) cos 2 ln cos 2 cos 2 sin 2 sin 2 .
4 2
y x C x x x C x x x      
 
Рассмотрим неоднородное дифференциальное уравнение n-го порядка 
 
                      )()(...)(
)1(
1
)(
xfyxayxay n
nn   ,                                  (5.10) 
где 
naaa ,...,, 21  – постоянные. Частное решение его находится так же, как и в случае 
уравнения второго порядка. 
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1. Пусть правая часть имеет вид 
 
 
 
где )(xPn  – многочлен n-й степени,   – контрольное число. Пусть контрольное число
  является корнем 0...
2
2
1
1 

n
nnn
akakak  характеристического уравнения 
кратности r. 
Тогда, если  r > 0, то говорят, что имеет место резонансный случай, если 0r  , 
т. е. число   не является корнем характеристического уравнения, то, говорят, что име-
ет место нерезонансный случай.  
Уравнение (5.10) имеет частное решение, которое следует искать в виде 
 
* ( )
r x
ny x Q x e
 ,  
 
где r – кратность  , как корня характеристического уравнения. 
 
Замечание 1. Если ( ) ( ),
n
f x P x  то следует проверять, является ли число 0   корнем ха-
рактеристического уравнения. 
 
2. Пусть правая часть имеет вид α α( ) ( ) соsβ ( ) sinβx xn mf x P x e x R x e x  , σ α βi   – 
контрольное число. Пусть контрольное число σ  является корнем кратности r характе-
ристического уравнения  
0...
2
2
1
1 

n
nnn
akakak . 
 
Уравнение (5.10) имеет частное решение, которое следует искать в виде 
 
* ( ( ) cos ( ) sin )
r x
l ly x е Q x x S x x
    , 
где  nml ,max . 
 
Замечание 2. Вид частного решения сохраняется, если в правой части ( ) 0
n
P x  , либо 
( ) 0
m
R x  . 
 
П р и м е р  5. Найти общее решение неоднородного линейного уравнения 
2
xyy  . 
Решение.  Характеристическое уравнение 3 2 0k k   имеет корни 
1.2
0,k 
3
1k  . 
Поэтому общий интеграл соответствующего однородного уравнения есть 
 
1 2 3
x
y C C x C e   . 
 
Частное решение неоднородного уравнения ищем в виде 
 
23422
)(* CxBxAxCBxAxxy  , 
 
где А, В, С – постоянные коэффициенты, подлежащие определению.  
( ) ( ) ,
x
nf x P x e

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Подставляя y* в заданное уравнение и приравнивая коэффициенты при одинако-
вых степенях x, будем иметь 
:
2
x ;112  A   
12
1
A ; 
:
1
x ;0624  BA   
3
1
4  AB ; 
0
x :   ;026  CB    13  BС . 
 
Общее решение данного уравнения )(*)()( xyxyxy  , т. е. 
 
234
321
3
1
12
1
xxxeCxCCy
x  . 
 
 
Задачи и упражнения 
 
1. Найти общий интеграл дифференциальных уравнений: 
   а) 6 8 0,y y y                                                 б) 6 10 0,y y y     
        в) 6 9 0,y y y                                                 г) 0,y y    
        д) 64 0,y y                                                      е) 3 3 0,y y y y       
        ж) 5 2 2 0,y y y y                                         з) 
(4)
16 0.y y   
 
2. Найти общий интеграл дифференциальных уравнений: 
        а) 26 8 1,y y y x                                            б) 24 4 2 ,xy y y e     
        в) 2 2,y y x                                                    г) 464 6 ,xy y e x     
        д) 9 4cos3 4 ,y y x x                                        е) 
2
4 8sin 2 ,y y x x     
        ж) 25 6 4cos ,xy y y e x                                 з) 16 8 ,y y x     
        и) 2 2 6 cos 2,xy y y e x                                 к) 46 9 12.y y y x      
 
3. Найти общее решение следующих уравнений: 
        а) 
2
sin
,
cos
x
y y
x
                                                 б) 
2
4 1
,
x
y y
x x

    
        в) 
2
3
2 2
2 ,
x x
y y y
x
 
                                   г) 
4
16 .
cos 4
y y
x
    
 
4. Решить следующие задачи Коши: 
        а) 5 4 ,y y y x       (0) (0) 0;y y             
        б) 4 4 2 ,xy y y e     (0) (0) 0;y y    
        в) 9 cos3 ,y y x     (0) (0) 0.y y   
 
5. Показать, что функции 
1
( ) ,y x x   
2
( ) cos 2y x x  образуют фундаментальную 
систему некоторого линейного однородного уравнения второго порядка. Составить это 
уравнение и найти решение задачи Коши с начальными условиями (0) 1, (0) 2.y y   
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Задачи для самостоятельной работы 
 
1. Не решая уравнений, изобразить схематически поведение их интеграль-
ных кривых: 
       а) 2(1 ),y y y                                                 б) 2( 2)(1 ) .y y y   
 
 
2. Решить уравнения, предварительно установив тип уравнения: 
       а) 2 2 ,xy x y y                                           б) tg sin 2 ,y y x x    
       в) (3 3 3) (3 3 7) 0,x y y x y                      г) 
2
,xy xy y    
       д) 
1
2 2
,
x
xx y y x e

                                             е) 2 2( 1) 1 0,x y y xy     
       ж) 2 ln 0,xy y x y                                          з) ,
y
y
x y
 

 
        и) 2 3 2 2 3(2 2 ) 2 6 4 0,x y x y y x x y x            к) 3sin cos sin .y x x y x  
 
 
3. Найти общее и особое решение уравнения: 
        а) 2 0,y xy y                                               б) 24( ) .y y xy  
 
 
4. Проинтегрировать уравнения второго порядка: 
        а) ,xxy y xe                                                 б) 2 1,у у    
        в) 2 42 0,yy y y                                            г) cos .у x x 
 
 
5. Решить следующие задачи Коши: 
    а) 
1
4 ,
cos 2
у y
x
    (0) 0,y  (0) 1,y          б) 
2
4 1
,
x
y y
x x

   (1) 0,y  (1) 1,y   
    в) 24 4 6 ,xy y y e    (0)y  (0) 0,y        г) 4 sin 2 ,y y x   (0) 0,y  (0) 0.y 
 
 
6. Решить следующие задачи Коши, предварительно  решив вопрос о существо-
вании и единственности решения: 
     а) 2 ,y y  (1) 0,y  (1) 0,y                б) 
2 2
ln ,yy y y y    (1) 0,y  (1) 0.y   
 
 
6. Нормальные системы дифференциальных уравнений.  
Линейные системы дифференциальных уравнений  
с постоянными коэффициентами 
 
6.1. Нормальные системы дифференциальных уравнений.  
Теорема существования единственного решения 
 
Нормальной системой дифференциальных уравнений называется система 
 
                                               
1 1 1 2
( , , ,..., )
n
y f x y y y  , 
            
2 2 1 2
( , , ,..., )
n
y f x y y y  ,                                               (6.1) 
................................... 
                                              
1 2
( , , ,..., )
n n n
y f x y y y  . 
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Эту систему можно записать в более компактном виде, если пользоваться век-
торной записью. Пусть ( )xy = y  обозначает вектор – функцию с компонентами  
1 2
( , ,..., ),
n
y y y  а ( )
d
x
dx
 
y
y  – ее производную
1 2
( ) ( , ,..., )
n
d
x y y y
dx
    
y
y . 
Систему (6.1) можно переписать в виде векторного уравнения 
 
                                 ( ) ( , )x x y f y ,                                                      (6.2) 
 
где 
1 2
( , ) ( ( , ), ( , ),..., ( , )).
n
x f x f x f xf y y y y       
Задача Коши для системы (6.2) состоит в отыскании такого ее решения 
( )x  1 2( ( ), ( ),..., ( ))nx x x   , которое удовлетворяет начальным условиям 
 
1 0 10( ) ,x y     2 0 20( ) ,x y   ... , 0 0( )n nx y  . 
 
Для векторного уравнения (6.2) начальное условие запишется равенством 
 
                                            0 0( ) ,x y    0 10 20 0( , ,..., )ny y y y .                                     (6.3) 
 
Для задачи Коши (6.2), (6.3) имеет место теорема, аналогичная теоремам (2.1) 
и (3.1), доказанным для одномерного случая. 
Теорема 6.1. Пусть вектор – функция ( , )xf y   непрерывна в открытой области 
1 nRG   и обладает в ней непрерывными производными 
j
y


f
, 1,2,..., .j n  Тогда для 
любых начальных данных 
0 0
( , )x y  существует единственное непродолжимое решение 
( )xy   задачи Коши. Это решение «проходит от границы до границы», т. е. если 
(α,β) – интервал существования этого решения, то точки ( , ( ))x x  стремятся к границе 
области  G  при 0x    и 0.x     
Следствие 1. Если функция  
1 2
( , ) ( ( , ), ( , ),..., ( , ))
n
x f x f x f xf y y y y  непрерывна 
в открытой полосе 
 nRybxayxG  ,);,(  
и обладает в G непрерывными производными 
j
y


f
, причем 
( );i
j
f
C x
y



      i, j = 1, …, n, 
 
где С(x) – непрерывная функция в (a,b), то при любых начальных условиях 
0 0
( , )x y G  
решение задачи Коши существует во всем интервале (a, b).  
Следствие 2. Нормальная система неоднородных линейных дифференциальных 
уравнений   
1 11 1 12 2 1 1
( ) ( ) ... ( ) ( ),
n n
y a x y a x y a x y b x       
........................................................................... 
2 21 1 22 2 2 2
( ) ( ) ... ( ) ( )
n n
y a x y a x y a x y b x      ,                              (6.4) 
1 1 2 2
( ) ( ) ... ( ) ( ),
n n n nn n n
y a x y a x y a x y b x       
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коэффициенты )(),( xbxa iij  которой непрерывны и интервале  ,a b , для любых началь-
ных данных 
0 0
( , )x y , где x0  ,a b , имеет единственное решение ( )x y  задачи Коши, 
определенное в  ,a b .  
Задача Коши для дифференциального уравнения n-го порядка с начальными 
условиями 
0 0
( ) ,y x y
0 0
( )y x y  ,  ..., ( 1) ( 1)
0 0
( ) ,
n n
y x y
   ( 1)( , , ,..., )n
n
y f x y y y
   
 
редуцируется к системе уравнений.  
Пусть  
1
( ) ( )y x y x ,  
2
( ) ( )y x y x ,  
3
( ) ( )y x y x ,  ...,  ( )( ) ( ).n
n
y x y x  
 
Тогда имеем 
1 2
( ) ( )y x y x  , 
2 3
( ) ( )y x y x  , 
.......................... 
1
( ) ( )
n n
y x y x  , 
( 1)
( , , ,..., )
n
n
y f x y y y
  , 
1 0 0
( ) ,y x y     
2 0 0
( )y x y ,  ( 1)
1 0 0
( )
n
n
y x y

  . 
 
То же самое можно записать в векторной форме: 
 
( ) ( , )x x y f y , 
( 1)
0 0 0 0 0
( , , ,..., )
n
y y y y
 y . 
 
Покажем, что имеет место в некотором смысле и обратное утверждение. Каждая 
компонента )(xyi  системы линейных дифференциальных уравнений (6.4) будет реше-
нием дифференциального уравнения порядка не выше n, если коэффициенты 
)(),( xbxa iij  )1( n  раз дифференцируемы в  интервале ( , ).a b  Покажем на примере си-
стемы третьего порядка: 
 
1 11 1 12 2 13 3 1
( ) ( ) ( ) ( ),y a x y a x y a x y b x      
2 21 1 22 2 23 3 2
( ) ( ) ( ) ( ),y a x y a x y a x y b x                                       (6.5) 
3 31 1 32 2 33 3 3
( ) ( ) ( ) ( ).y a x y a x y a x y b x      
 
Продифференцируем первое уравнение, получим 
 
1 11 1 12 2 13 3 1 11 1 12 2 13 3
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y a x y a x y a x y b x a x y a x y a x y              . 
 
Исключив из этого уравнения 
1 2 3
, ,y y y    с помощью уравнений (6.5), получим 
 
                                      
1 11 1 12 2 13 3 1
( ) ( ) ( ) ( )y c x y c x y c x y d x    ,                               (6.6) 
 
где функции сij(x), d1(x) линейно выражаются через ( ), ( )ij ia x b x  и их первые производ-
ные.  
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Снова продифференцируем уравнение (6.6) и, исключив из этого уравнения 
1 2 3
, ,y y y    с помощью уравнений (6.5), получим 
 
1 11 1 12 2 13 3 1
( ) ( ) ( ) ( )y r x y r x y r x y e x    , 
 
функции rij(x), e1(x) линейно выражаются через ( ), ( )ij ia x b x  и их первые, и вторые про-
изводные.  
Получили следующую систему уравнений: 
 
1 11 1 12 2 13 3 1
( ) ( ) ( ) ( ),y a x y a x y a x y b x      
1 11 1 12 2 13 3 1
( ) ( ) ( ) ( )y c x y c x y c x y d x    , 
1 11 1 12 2 13 3 1
( ) ( ) ( ) ( )y r x y r x y r x y e x    . 
 
Последовательно исключив из уравнений неизвестные 
2
y , 
3
y  методом Гаусса, 
получим уравнение относительно  
1
( )y x  вида 
 
0 1 1 1 2 1 3 1 4
( ) ( ) ( ) ( ) 0.p x y p x y p x y p x y p        
 
Итак, компонента 
1
( )y x  любого решения системы (6.4) удовлетворяет линейно-
му дифференциальному уравнению порядка m n . 
 
П р и м е р  1. Решить систему уравнений 
2
sin ,
.
2
dx
y t
dt
dy x
dt y

 

 

 
Решение.  Дифференцируя обе части первого уравнения, имеем 
 
2
2
2 cos .
d x dy
y t
dt dt
   
 
Из второго уравнения системы находим 
 
2 ,
dy
x y
dt
  
поэтому 
2
2
cos .
d x
x t
dt
   
Общее решение этого уравнения есть  
1 2
1
cos .
2
t t
x C e C e t
    
Из первого уравнения системы находим 
 
2
sin
dx
y t
dt
  
1 2
1
sin .
2
t t
C e C e t
   
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П р и м е р  2. Решить систему уравнений в симметрической форме 
 
.
dx dy dz
xz yz xy
 

 
 
Решение.  Из первого равенства составим интегрируемую комбинацию и найдем 
первый интеграл данной системы:  
 
,
dx dy
x y
   
1
ln ln ln ,x y C    
1
.x C y  
 
Из равенства 
dy dz
yz xy


 с учетом 
1
x C y  следует еще один интеграл решения 
системы 
1
,C ydy zdz      2 2
1 2
.z C y C    
 
Окончательно имеем 
1
,
x
C
y
      2
2
.z xy C   
 
П р и м е р  3. Решить систему уравнений 
2 ,
2 .
dx
x y
dt
dy
x y
dt

 

   

 
Решение.  Дифференцируя обе части первого уравнения, имеем 
 
2
2
2 .
d x dx dy
dt dt dt
   
 
Из второго уравнения находим 
 
2 2( 2 ) 2 5 .
dy dx dx
x y x x x
dt dt dt
          
 
Подставляя это выражение в предыдущее равенство, получим уравнение с по-
стоянными коэффициентами: 
2
2
4 5 0.
d x dx
x
dt dt
    
 
Для нахождения его решения составим и решим характеристическое уравнение 
 
2
4 5 0,k k       
1,2
2 .k i   
 
Следовательно, 2
1 2
( cos sin ).
t
x e C t C t    
Из первого уравнения системы находим ( ) :y t  
 
2
1 2
2 ( sin cos ).
tdx
y x e C t C t
dt
      
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Рассмотрим нормальную однородную систему линейных дифференциальных 
уравнений:  
    
1 11 1 12 2 1
( ) ( ) ... ( ) ,
n n
y a x y a x y a x y      
............................................................ 
                               
2 21 1 22 2 2
( ) ( ) ... ( ) ,
n n
y a x y a x y a x y                                       (6.7) 
     
1 1 2 2
( ) ( ) ... ( ) .
n n n nn n
y a x y a x y a x y      
 
Пусть задана система n решений 
1 2
( ), ( ),..., ( )
n
x x xy y y однородной системы (6.7), 
определенных на  ,a b . 
Определение 6.1. Определитель 
                                     
 
 
(6.8) 
 
 
 
называется определителем Вронского для системы решений 
1 2
( ), ( ),..., ( )
n
x x xy y y .  
Определение 6.2. Система из n линейно независимых решений однородной си-
стемы на  ,a b  называется фундаментальной. 
Для систем однородных линейных уравнений имеют место теоремы, аналогич-
ные теоремам (5.2), (5.3).  
Теорема 6.2. Если система решений
1 2
( ), ( ),..., ( )
n
x x xy y y  линейно зависима, то 
определитель 0)( xW ,  ,x a b . 
Теорема 6.3. Пусть система 
1 2
( ), ( ),..., ( )
n
x x xy y y  линейно независима и является 
решением (7.7). Тогда определитель Вронского W(x)  не обращается в нуль ни в одной 
точке рассматриваемого промежутка  ,x a b . 
Теорема 6.4. Пусть система 
1 2
( ), ( ),..., ( )
n
x x xy y y − фундаментальная система ре-
шений однородной системы уравнений (6.7), тогда формула 
 
1 1 2 2
( ) ( ) ( ) ... ( )
n n
x C x C x C x   y y y y ,  
 
где nCCC ,...,, 21 – произвольные постоянные, дает общее решение этой системы. Мно-
жество всех решений однородной системы (6.7) образует n-мерное векторное простран-
ство, базисом которого может служить любая фундаментальная система решений. 
Следствие. Пусть y0(x) – частное решение системы (6.4), а 1 2( ), ( ),..., ( )nx x xy y y − 
фундаментальная система решений однородной системы уравнений (7.7), тогда формула 
 
0 1 1 2 2
( ) ( ) ( ) ... ( )
n n
x C x C x C x    y y y y y , 
 
где nCCC ,...,, 21 – произвольные постоянные, дает общее решение неоднородной систе-
мы уравнений (6.4).  
Заметим, что если уравнение n-го порядка записать в виде системы линейных 
однородных уравнений, то определитель Вронского (5.4) совпадет с (6.8).  
n
n
nn
n
n
yyy
yyy
yyy
xW
...
............
...
...
)(
21
22
2
2
1
11
2
1
1

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Запишем неоднородную систему дифференциальных уравнений (6.4) в матрич-
ной форме 
 
                         ( ) ( ) ( )x A x x  y y b ,                                                    (6.9) 
 















nnnn
n
n
aaa
aaa
aaa
A
...
............
...
...
21
22221
11211
,       
1
2
...
n
b
b
b
 
 
  
 
 
b . 
 
Теорема 6.5. Пусть на отрезке  ,a b элементы матрицы А(x) и вектор b(x) непре-
рывны и пусть известна фундаментальная система решений для однородной системы 
уравнений (6.7). Тогда общее решение неоднородной системы уравнений находится 
с помощью квадратур. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 
1 2
( ), ( ),..., ( )
n
x x xy y y – фундаментальная система ре-
шений однородной системы уравнений  
 
                         ( ) ( )x A x y y ,                                                     (6.10) 
 
тогда определитель 
 
          
 
 
 
                           
 
есть определитель Вронского, отличный от нуля на отрезке  ,x a b . 
Будем искать решение системы уравнений (6.4) в виде 
 
1 1 2 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )
n n
x C x x C x x C x   y y y y , 
или 
                               ( ) ( ) ( ),x Y x xy C                                                       (6.11) 
 
где )(xY – фундаментальная матрица решений, 
1
2
( )
( )
( ) .
...
( )
n
C x
C x
x
C x
 
 
 
 
 
 
С  
Подставляя выражение (6.11) в уравнение (6.9), получим 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).Y x x Y x x A x Y x x x   C C C b  
 
В силу (6.9) последнее уравнение примет вид   
 
                                       ( ) ( ) ( ).Y x x x C b                                                    (6.12) 
n
n
nn
n
n
yyy
yyy
yyy
xY
...
............
...
...
)(
21
22
2
2
1
11
2
1
1

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Так как ( ) 0Y x   и матрица Y (x) непрерывна на  ,a b , то существует непрерыв-
ная на  ,a b  обратная матрица )(1 xY  . 
Умножая обе части уравнения (6.12) слева на )(
1
xY

, получим 
 
1
( ) ( )x Y x
 C b , 
откуда 
0
1
0
( ) ( ) ,
x
x
x Y t dt
 C b C  
где 1 2
0 0 0 0
( , ,... )
nС С СС  – произвольный постоянный вектор. Подставляя найденное вы-
ражение в (7.11), получим общее решение: 
                    
0
1
0
( ) ( ) ( ) ( ) ,
x
x
x Y x Y t dt Y x
 y b C                                         (6.13) 
В качестве частного решения можно выбрать 
0
( )x y
0
1
( ) ( ) ( )
x
x
Y x Y t t dt

 b     (С0 = 0). 
Формулу (6.13) можно переписать в виде 
 
1 2
0 0 1 0 2 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )
n
n
x x C x x C x x C x    y y y y y . 
 
Метод нахождения решения по формуле ( ) ( ) ( ),x Y x xy C  называется методом 
вариации постоянных. Уравнение (6.12) в развернутом виде представляет собой систе-
му линейных уравнений относительно )(xСi : 
 
)()(...)()()( 1
1
2
1
21
1
1 xbxCyxCyxCxy nn  , 
                         )()(...)()()( 2
2
2
2
21
2
1 xbxCyxCyxCxy nn  ,                             (6.14) 
.......................................................................... 
)()(...)()()( 2211 xbxCyxCyxCxy nn
n
n
nn  . 
 
 
6.2. Однородные и неоднородные линейные системы  
дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами 
 
Линейную неоднородную систему дифференциальных уравнений с постоянными 
коэффициентами можно записать в виде  
 
                            ( ) ( ),x A x  y y b                                                   (6.15) 
 















nnnn
n
n
aaa
aaa
aaa
A
...
............
...
...
21
22221
11211
,       
1
2
...
n
b
b
b
 
 
  
 
 
b . 
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Основная идея решения системы (6.15) состоит в том, чтобы сначала найти об-
щее решение однородной системы уравнения по виду корней характеристического 
уравнения матрицы  А, а затем уже общее решение системы неоднородных уравнений. 
Рассмотрим однородную систему линейных уравнений с постоянными коэффи-
циентами   
                                         ( )x A y y .                                                       (6.16) 
 
Будем искать решение (6.16) в следующем виде: 
 
( )
x
j jy x e
 . 
Числа 
1 2
α ,α ,...,α , λ
n
, подлежат определению. Подставим λα λ
j x
j
dy
e
dx
  в (6.16), по-
лучим систему относительно 
1 2
α ,α ,...,α ,λ
n
: 
 
11 1 12 2 1
21 1 21 2 2
1 1 2 2
( λ)α α ... α 0,
α ( λ)α ... α 0,
....................................................
α α ... ( λ)α 0.
n n
n n
n n nn n
a a a
a a a
a a a
     

    


     
 
 
Эту систему можно переписать в матричном виде: 
 
                                 ( λ ) 0.A E α                                                      (6.17) 
 
Для того чтобы (8.3) имело нетривиальное решение, необходимо и достаточно 
определитель 
                          λ 0.A E                                                        (6.18) 
 
Уравнение (6.18) является характеристическим уравнением матрицы А. Оно 
имеет n  корней 
1 2
λ ,λ ,...,λ
n
 с учетом их кратности. 
Рассмотрим случай, когда все n корней 
1 2
λ ,λ ,...,λ
n
 различны. 
Подставим λ j  в систему (6.16), найдем вектор 1 2(α ,α ,...,α ).α
j j j j
n  Он определя-
ется неоднозначно, с точностью до скалярного множителя. Из уравнения (6.16) следует, 
что 1 2(α ,α ,...,α ).
j j j j
nα  – собственный вектор: 
 
λA α α . 
 
Из курса линейной алгебры известно, векторы jα  линейно независимы, если все 
собственные значения 
1 2
λ ,λ ,...,λ
n
 различны. Из линейной независимости следует 
 
det(α ) 0jk  . 
 
Получаем n линейно независимых 
1 2
( ), ( ),..., ( )
n
x x xy y y  решений системы (6.16). 
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(
1 2
( ) ( )... ( )
n
x x xy y y )=
1 2
1 2
1
λλ λ1 2
1 1 1
λλ λ1 2
2 2 2
λ λλ1
2
α α ... α
α α ... α
.... ... ... ...
α α ... α
n
n
n n
xx x n
xx x n
x xx n n
n n
e e e
e e e
e e e
 
 
 
 
  
 
. 
 
Определитель Вронского системы решений (6.16): 
 
1 2
( ) ( )... ( )
n
x x x y y y 1 2 λλ λdet(α ) ... 0.nxx xj
k
e e e   
 
Поэтому 
1 2
( ), ( ),..., ( )
n
x x xy y y  – линейно независимые решения и общее решение 
в векторной форме можно представить в виде 
 
1 1 2 2
( ) ( ) ( ) ... ( ),
n n
x C x C x C x  y y y y  
 
или в развернутой форме 
 
1 2
1 2
1 2
λ λ1 2
1 1 1 2 1 1
λ λ1 2
2 1 2 2 2 2
λ λ1 2
1 2
,
,
.
( ) α ... α
( ) α ... α
...............................................................
( ) α ... α
n
n
n
x x xn
n
x x xn
n
x x xn
n n n n n
y x C e C e C e
y x C e C e C e
y x C e C e C e










    
    
    
 
 
Если jα – собственный вектор, соответствующий числу λ
j
, то общее решение 
при различных собственных значениях записывается в виде 
 
                       y
λ
1
1
( ) i
i n
xi
i
x C e


 α .                                                  (6.19) 
 
В случае кратных собственных корней характеристического уравнения в форму-
ле (6.19) могут появиться «вековые члены», содержащие вместо постоянных векторов 
j
α  полином относительно  x: 
2
...
i i i
x x  α β γ  
 
y
λ2
1
1
( ) ( ...) i
i n
xi i i
i
x C x x e


    α β γ . 
 
Здесь , ,i i iα β γ – неизвестные вектора, определяемые из системы (6.16). 
 
П р и м е р  4. Решить систему 
5 2 ,
4 .
dx
x y
dt
dy
x y
dt

 

   

 
Решение.  Составляем характеристическое уравнение  
5 λ 2
(5 λ)( 1 λ) 8 0
4 1 λ

     
  
 
и находим его корни: 
1
λ 1 ,   
2
λ 3.  
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Искомое решение представим в виде 
 
λ
( ) α tx t e ,     λ( ) β .ty t e  
 
Собственный вектор (α,β)  находим из системы: 
 
5 λ 2 α
0,
4 1 λ β
  
  
    
         или            
(5 λ)α 2β 0
4α ( 1 λ)β 0
  

    
. 
 
При  
1
λ λ 1  ,  4α 2β 0.   Положим α 1,  тогда β 2   и 
1 1
, 2
t t
x e y e   . 
При  
2
λ λ 3  ,  2α 2β 0.   Положим α 1,  тогда β 1   и 3 3
2 2
,
t t
x e y e   . 
Общее решение системы: 
 
3
1 1 2 2 1 2
3
1 1 2 2 1 2
( ) ,
( ) 2 .
t t
t t
x t C x C x C e C e
y t C y C y C e C e
   
    
       
 
П р и м е р  5. Решить систему уравнений 
 
3 ,
,
dx
x y
dt
dy
x y
dt

 

   

 
 
удовлетворяющую начальному условию (0) 1,x    (0) 0.y   
Решение.  Составляем характеристическое уравнение  
 
3 λ 1
(3 λ)(1 λ) 1 0
1 1 λ

    
 
 
 
и находим его корни: 
1
λ 2 ,   
2
λ 2.  
Искомое решение представим в виде 
 
λ
( ) α
t
x t e ,   
λ
( ) β .
t
y t e  
 
Собственный вектор (α,β)  находим из системы 
 
3 λ 1 α
0.
1 1 λ β
  
  
   
 
 
При  
1
λ λ 2  : α β 0.   Положим α 1,  тогда β 1   и 2 21 1,
t t
x e y e   . 
Чтобы получить линейно независимые решения с полученными решениями при 
2
λ 2 , будем искать их в форме 
2
2
2
2
(α γ ) ,
(β δ ) .
t
t
x t e
y t e
 
 
 
 
Подставляя эти выражения в исходные уравнения, получим 
 
γ 2(α γ ) 3(α γ ) β δ ,
δ 2(β δ ) α γ β δ .
t t t
t t t
     
      
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Приравнивая коэффициенты при разных степенях t, получаем 
 
α γ β 0,
γ δ 0.
  
 
 
 
Полученная алгебраическая система имеет два линейно независимых решения, 
например, α 1,  β 1,   γ δ 0   и α 1,  β 0,  γ 1,  δ 1.    
Следовательно,  
2
2
2
2
(1 ) ,
.
t
t
x t e
y te
 
 
 
 
Общее решение системы запишем в виде 
 
2 2
1 1 2 2 1 2
( ) (1 ) ,
t t
x t C x C x C e C t e      
1 1 2 2
( )y t С y C y   2 2
1 2
.
t t
C e C te   
 
Теперь легко найти решение, для которого x(0) = 1, y(0) = 0.    
Из системы  
1 2
1
1,
0
C C
C
 
 
 
находим С1 = 0  и С2 = 1.  
Искомым решением  является 
 
2
2
( ) (1 ) ,
( ) .
t
t
x t t e
y t te
 
 
 
 
Рассмотрим линейную неоднородную систему дифференциальных уравнений 
с постоянными коэффициентами 
 
( ) ( )x A x  y y b . 
 
Ее общее решение находится методом вариации постоянных по формуле  
  
( ) ( ) ( )x Y x xy C . 
 
Матрица )(xY  является матрицей фундаментальных решений однородной си-
стемы (6.2). Неизвестные функции )(xСi  находятся из системы (6.14). 
В случае, когда правая часть неоднородной системы специального вида 
 
γ
( ) ( ) ,
i
x
i m
b x P x e      i =1, …, n; 
 
частное решение системы можно искать в форме 
 
γ
( ) ( ) ,
x
i m
y x Q x e  
 
где Qm – многочлен степени m = max mi, при условии, что γ  не является корнем харак-
теристического уравнения. Если γ  собственное число кратности μ , то  
 
             
γ
μ( ) ( ) .i
x
my x Q x e                                                  (6.20) 
 
Неизвестные коэффициенты многочленов 
μ ( )mQ x  определяются путем подста-
новки выражения (6.20) в данную систему и сравнения коэффициентов подобных чле-
нов. 
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П р и м е р  6. Решить систему уравнений 
3 2 ,
,
tdx
x y e
dt
dy
x y
dt
   

   

 
удовлетворяющую условию x(0) = 1, y(0) = 0. 
Решение.  Составляем характеристическое уравнение для однородной системы 
уравнений 
3 λ 2
(3 λ)(1 λ) 2 0
1 1 λ

    
 
 
и находим его корни: 
1
λ 2 i  , 
2
λ 2 .i   
Находим комплексное решение λ( ) α tx t e ,   λ( ) β ty t e  системы однородных 
уравнений, соответствующее корню 
1
λ 2 i  . Отметим, что α и β – комплексные числа. 
Числа α и β определяем из уравнений 
 
1
(3 λ )α 2β 0   ,  (1 )α 2β 0.i    
 
Одно из его решений есть α 1 i  ,  β 1  ; поэтому 
 
(2 )
1
(1 ) ,
i t
x i e
          (2 )
1
i t
y e
   
 
есть комплексное решение исходной системы, которое представим в виде 
 
2 2
1
(1 ) (cos sin ) (cos sin (cos sin ))
t t
x i e t i t e t t i t t       ,  
2
1
( sin ).
t
y e сost i t   
 
Известно, что действительная и мнимая части полученного решения по отдель-
ности представляют собой решение заданной однородной системы с действительными 
коэффициентами. Таким образом, имеем два действительных решения: 
 
2
1
(cos sin )
t
x e t t  ,   2
2
(cos sin ),
t
x e t t    
2
1
,
t
y e сost    2
2
sin .
t
y e t   
 
Общее решение однородной системы: 
 
2
1 2 1 2
(( ) cos ( )sin ),
t
x e C C t C C t     
2
1 2
( cos sin ).
t
y e C t C t    
 
Частное решение данной системы уравнений ищем в виде 
 
* t
x Ae
 ,    
*
.
t
y Be
  
 
Подставляя эти выражения в исходную систему, получаем уравнения для опре-
деления коэффициентов  А, В: 
3 2 1 0,
.
A A B
B A B
    
   
 
Откуда  
1
5
A   ,  
1
10
B   .  
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Общее решение исходной системы: 
* 2
1 2 1 2
(( ) cos ( ) sin ) ,
5
t
t e
x x x e C C t C C t

               
* 2
1 2
( сos sin ) .
10
t
t e
y y y e C t C t

       
П р и м е р  7. Решить систему уравнений 
5 2 ,
4 .
t
dx e
x y
dt t
dy
x y
dt

  



  

 
Решение.  Общее решение однородной системы рассмотрено в примере 4. Общее 
решение находится методом вариации постоянных по формуле  
 
3
1 2
( ) ( ) ( )
t t
x t C t e C t e  , 
3
1 2
.( ) 2 ( ) ( )
t t
y t C t e C t e    
 
Неизвестные функции  С1(t),  С2(t)  находятся из системы (6.14): 
 
1 2
( ) 2 ( )
t
t t e
e C t C t e
t
   , 
3 3
1 2
( ) ( ) 0.
t t
e C t C t e    
 
Откуда 
1
( ) ,
t
e
C t
t

  
2
( ) .
t
e
C t
t

     
Тогда 
1 1
( ) 2 2 ,
t
tue
C t dt e du e C
t

        
2 2
( ) 2 2
t
tue
C t dt e du e C
t

        
 
и общее решение дают следующие формулы: 
 
3
1 2
3
( ) 2( ) ,
t tt t t t
x t e e C e C e
      
3 3
1 2
( ) 2(2 ) .
t t t t t t
y t e e C e C e
       
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Задачи и упражнения 
 
1. Решить систему уравнений: 
а) ,
dx
y
dt
     ,
dy
x
dt
        ;
dz
x y z
dt
                       б) ,
dx t
dt y
         ;
dy t
dt x
    
в) 
2
,
( )
dx y
dt x y


      
2
.
( )
dy x
dt x y


 
2. Решить систему уравнений в симметрической форме методом нахождения ин-
тегрируемых комбинаций: 
   а) ;
dx dy dz
xz yz xy
                                     б) .
dx dy dz
y x x y z x y
 
   
 
3. Решить системы уравнений: 
    а) 
4 ,
4 ;
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

  

                                        б) 
2 9 ,
2 ;
dx
x y
dt
dy
x y
dt

 

   

 
    в) 
8 ,
2 ;
dx
x y
dt
dy
x y
dt

 

  

                                           г) 
3 ,
3 ;
dx
x y
dt
dy
x y
dt

 

   

 
     д) 
3 ,
3 ;
dx
x y
dt
dy
x y
dt

 

  

                                           е) 
3 ,
7 .
dx
x y
dt
dy
x y
dt

 

  

 
     
4. Решить системы уравнений: 
    а) 
cos ,
1;
dx
y t
dt
dy
x
dt

 

   

                                         б) 
2
5 ,
5 ;
t
t
dx
x y e
dt
dy
x y e
dt

   

   

 
    в) 
cos ,
;
dx
y t
dt
dy
x
dt

  

  

                                       г) 
2 ,
2 cos ;
t
dx
x y
dt
dy
x y e t
dt

 

    

 
    д) 
2
,
1
ln ;
dx
y
dt
dy
x t
dt t



   

                                    е) 
2
tg 1,
tg ;
dx
y t
dt
dy
x t
dt

  

   

 
   ж) 
3 2 ,
3 ;
dx
x y t
dt
dy
x y
dt

  

   

                                      з) 
tg ,
.
dx
y t
dt
dy
x
dt

  

  

 
57 
 
7. Динамические системы. Фазовое пространство.  
Понятие устойчивости решения 
 
7.1. Динамические системы. Фазовое пространство 
 
Рассмотрим нормальную систему дифференциальных уравнений 
 
                                      ( ),x f x                                                            (7.1) 
 
правая часть которой явно не зависит от времени t. 
Системы дифференциальных уравнений вида (7.1) называются динамическими 
или автономными. 
Заметим, что, если задана нормальная система дифференциальных уравнений 
( , ),tx f x  то, вводя новую неизвестную функцию 
1
,
n
x t
   ее можно записать в виде 
динамической системы 
1
( , ),
n
x
x f x  
1
1.
n
x
   
 
Любое решение ( )t x  динамической системы (7.1) определяет кривую 
в пространстве переменных 1 2, ,... .nx x x  Само пространство переменных 1 2, , ... nx x x  
называется фазовым пространством, а в случае двух переменных – фазовой плоско-
стью. 
Решение системы (7.1) вида x a , где a – постоянный вектор, называется по-
ложением равновесия (или точкой покоя). Очевидно, что, если x a − положение рав-
новесия, то ( ) 0f a  , и, наоборот, если ( ) 0f a   то x a − положение равновесия. 
 
Замечание. Пусть выполнены условия теоремы 6.1, тогда можно доказать, что траектория 
любого непродолжимого решения системы (7.1) может быть либо положением равновесия, либо 
замкнутой траекторией, либо траекторией без самопересечений. 
 
Рассмотрим поведение траекторий однородной системы уравнений 
с постоянными действительными коэффициентами 
 
                   
1 11 1 12 2
2 21 1 22 2
,
.
x a x a x
x a x a x
 
 
                                                      (7.2) 
 
Заметим, что 0x  представляет собой положение равновесия динамической си-
стемы (7.2). 
Поскольку матрица А – действительная, могут представиться три случая: 
1) собственные значения 
1
λ ,  2λ  матрицы А – действительные и различные; 
2) собственные значения 
1
λ ,  2λ  матрицы А – действительные и совпадают; 
3) собственные значения 
1
λ ,  2λ  матрицы А – комплексно сопряженные. 
Рассмотрим подробно первый случай. 
Пусть 
1
λ 0,  
2
λ 0.   
Тогда общее решение системы имеет вид x 1 2
λ λ
1 1 2 2
( ) , 
t t
t C e C eα α где 
1 2
,α α  – 
собственные вектора с собственными значениями 
1
λ , 2λ . Обозначая 1 2,y y  координаты 
вектора x относительно аффинного базиса 
1 2
,α α , получим 1
λ
1 1
,
t
y C e   2
λ
2 2
.
t
y C e  
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Заметим, что достаточно исследовать поведение траекторий на фазовой плоско-
сти при  
1 2
0, 0,C C   т. к. имеет место симметрия относительно осей 
1 2
,y y . 
А. Пусть 
1 2
λ 0, λ 0    и  для определенности 
1 2
λ λ .  При 
1 2
0, 0C C   
 
1 2
0, 0,y y    когда  ,t    
1 2
, ,y y     когда  .t   
 
Кроме того, 2 1
(λ λ )2 2 2
1 1 1
λ
0,
λ
tdy C
e
dy C

    когда  .t    
Таким образом, при t  траектория «входит» в начало координат 
и в пределе касается оси y1, а при t  удаляется от начала координат, оставаясь 
в первом квадранте системы координат
1 2
,y y .  
При 
1 2
0, 0C C   траектория  представляет собой положение равновесия 0x  
 (
1 2
0).y y   При 
1 2
0, 0C C   траектория совпадает с положительной полуосью 
оси y2. Схематическое расположение траекторий представлено на рис. 8 (стрелки пока-
зывают направление движения точки по траектории при возрастании параметра t). 
Приведенное расположение траекторий вблизи 0x  называется устойчивым узлом. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Б. Пусть 
1 2
λ 0,λ 0    и  для определенности 
1 2
λ λ .  При 
1 2
0, 0C C   
 
1 2
0, 0,y y    когда  ,t    
1 2
, ,y y     когда  .t   
 
Кроме того, 2 1
(λ λ )2 2 2
1 1 1
λ
0,
λ
tdy C
e
dy C

    когда  .t   
 
Расположение траекторий остается таким же, как и в случае А, но изменяется 
направление движения точки при возрастании параметра t (рис. 9). Такое расположение 
траекторий вблизи 0x  называется неустойчивым узлом. 
y2 
x2 
α2 
α1 
x1 
y1 
Рис. 8 
x2 y2 
α2 
α1 
x1 
y1 
Рис. 9 
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В. Пусть 
1 2
λ 0,λ 0  . При 
1 2
0, 0C C   
 
1 2
0, ,y y    когда  ,t    
1 2
, 0,y y     когда  .t   
 
В данном случае траектории имеют вид гипербол. На лучах оси y1 движение 
направлено к началу координат, а на лучах оси y2 движение направлено от начала коор-
динат. В данном случае расположение траекторий называется седлом (рис. 10). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
y1 
x2 y2 
x1 
y1 α1 
α
2 
Рис. 10 
x2 y2 
x1 
 1λ 0  
x2 
y2 
x1 
y1 
 1λ 0  
Рис. 11 
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Г. Пусть 
1 2
λ 0,λ 0.   Общее решение системы имеет вид x 1
λ
1 1 2 2
( ) ,
t
t C e C α α  
где 
1 2
,α α  – собственные вектора с собственными значениями 
1 2
λ 0,λ 0.   Обозначая 
1 2
,y y  координаты вектора x относительно аффинного базиса 
1 2
,α α , получим  
 
1λ
1 1
,
t
y C e   
2 2
.y C  
 
Траекториями в этом случае будут полупрямые, параллельные оси y1, оканчива-
ющиеся на оси y2. Все точки оси y2 будут положениями равновесия. Поведение траек-
торий при 
1
λ 0  и при 
1
λ 0  изображено на рис. 11. 
 
 
7.2. Устойчивость решения по Ляпунову.  
Асимптотическая устойчивость 
 
Решение задачи Коши для нормальной системы дифференциальных уравнений 
 
( , ),tx f x  
 
непрерывно зависит от начальных данных, когда t изменяется на конечном отрезке 
 α,β , если правая часть удовлетворяет условиям теоремы существования и единствен-
ности (см. теорему 6.1). Далее будет исследоваться зависимость решения задачи Коши 
от начальных данных, когда  t  изменяется на бесконечном промежутке 
0
t t . 
Определение 7. 1. Решение ( )t x  системы дифференциальных уравнений 
 
( , ),tx f x  
 
определенное при всех 
0
t t , называется устойчивым по Ляпунову, если для любого 
ε 0  существует такое 0δ δ(ε, ) 0t  , что для всякого решения ( )tx x  той же систе-
мы уравнений, начальное значение которого удовлетворяет неравенству 
 
0 0
( ) ( )t tx   , 
 
при всех 
0
t t  выполняется неравенство 
 
( ) ( )t tx   . 
 
Если, кроме того, lim ( ) ( ) 0,
t
t t

 x  то решение ( )t x  называется асимпто-
тически устойчивым. 
 
Замечание 1. Исследование устойчивости произвольного решения ( )t x  системы урав-
нений может быть всегда сведено к исследованию устойчивости нулевого положения равновесия 
другой, измененной нормальной системы уравнений. 
 В самом деле, введем новую неизвестную функцию ( ) ( ) ( ).t t t y x
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Очевидно, она удовлетворяет следующей, заново построенной системе уравнений возму-
щенного движения 
 
1
( , ( )) ( , ( )) ( , ),
d
t t t t t
dt
     
y
f y f f y  
 
где 
1
( ,0) 0t f . В дальнейшем будем считать, что замена сделана. Тогда система уравнений имеет 
решение 0x , а ( ,0) 0t f . 
 
П р и м е р  1. Решение дифференциального уравнения λ 0
dy
y
dt
   с начальным 
условием 
0
(0)y y  дается формулой 
λ
0
( ) .
t
y t y e  Очевидно, что оно устойчиво по Ля-
пунову при λ 0;  асимптотически устойчиво при λ 0;  неустойчиво по Ляпунову при 
λ 0.  
Решение.  Рассмотрим однородную систему двух линейных уравнений с посто-
янными действительными коэффициентами. 
В случаях устойчивого узла 
1 2
λ 0,λ 0   решение 0x  будет, очевидно, асимп-
тотически устойчивым. В случае 
1 2
λ 0,λ 0   решения будут устойчивыми по Ляпуно-
ву, но не асимптотически устойчивыми. В случае седла решения неустойчивы. 
Рассмотрим условия устойчивости решений однородной системы Ax x  линей-
ных уравнений с постоянными коэффициентами.  
Теорема 7.1. Любое решение линейной однородной системы дифференциальных 
уравнений с постоянными коэффициентами устойчиво тогда и только тогда, когда 
устойчиво решение, тождественно равное нулю, т. е. нулевое положение равновесия 
системы. 
 
Замечание 2. В силу этой теоремы, чтобы исследовать устойчивость любого решения одно-
родной системы дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами достаточно иссле-
довать устойчивость нулевого положения равновесия данной системы. Поэтому можно говорить об 
устойчивости системы линейных уравнений. 
 
Условия устойчивости решений однородной системы линейных уравнений 
с постоянными коэффициентами определяются собственными числами матрицы А. 
Теорема 7.2. Решения линейной однородной системы дифференциальных урав-
нений с постоянными коэффициентами тогда и только тогда являются: 
1) устойчивыми, когда действительные части собственных значений матрицы 
системы неположительные, причем числам с нулевой действительной частью соответ-
ствуют простые элементарные делители; 
2) асимптотически устойчивыми, когда действительные части собственных зна-
чений матрицы системы отрицательные; 
3) неустойчивыми, когда среди собственных значений матрицы системы имеется 
хотя бы одно число с положительной действительной частью, либо хотя бы одному 
собственному числу с нулевой действительной частью соответствует непростой эле-
ментарный делитель. 
Условия, при которых действительные части собственных значений матрицы 
отрицательны, выражает следующая теорема. 
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Теорема 7.3 (критерий Рауса – Гурвица). Действительные части всех корней ха-
рактеристического уравнения 
 
1
1 1
λ λ ... λ 0n n
n n
a a a

      
 
отрицательны тогда и только тогда, когда положительны все главные диагональные 
миноры матрицы Гурвица 
 
1
3 2 1
5 4 3 2 1
1 0 0 0 0 ...0
1 0 0 ...0
1 ...0
. . . . . . .
0 0 0 0 0 0 ...
n
a
a a a
a a a a a
a
 
 
 
 
 
 
 
 
, 
т. е. когда 
1 1
0,a      
1
2
3 2
1
0,
a
a a
      
1
3 3 2 1
5 4 3
1 0
0, ...
a
a a a
a a a
   ,  
1
0.
n n n
a      
 
П р и м е р  2. Исследовать на устойчивость систему уравнений  
 
1 1 2
2 1 2
4 ,
.
x x x
x x x
 
 
 
 
Изобразить траектории решений системы и указать направление движения. 
Решение.  Собственные значения матрицы определяем из уравнения 
 
2
1 λ 4
λ 3 0.
1 1 λ
 
  
 
 
 
Имеем 
1,2
λ 3i  . Собственные значения – чисто мнимые, значит, решения 
данной системы устойчивы в силу теоремы 7.2.  
Перепишем систему в виде 
 
1 1 2 1 2 2
( ) ( 4 ) 0.dx x x x x dx     
 
Это уравнение в полных дифференциалах. Решая его, получим 
 
               
2
1
1 2 1 2 1 1 2 2
( , ) ( ) ( ),
2
x
U x x x x dx x x x         1 1 2
2 2
4 ,
U d
x x x
x dx
 
     

 
2
2 2
( ) 2 ,x x     
2
21
1 2 1 2 2
( , ) 2 .
2
x
U x x x x x    
 
Таким образом, траектории решений на фазовой плоскости – эллипсы: 
 
2 2 2
1 1 2 2
2 4 ,x x x x C         
2 2 2
1 2 2
( ) 3 .x x x C    
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Чтобы, определить направление движения по эллипсам, положим 0
1
x , тогда 
в силу второго уравнения системы 2
2
dx
x
dt
  . При  x2  > 0  координата  x2  убывает, сле-
довательно, движение по эллипсам происходит против хода часовой стрелки. В данном 
случае расположение траекторий называется центром и изображено на рис. 12. 
 
П р и м е р  3. Исследовать на устойчивость систему уравнений  
 
1 1 2
2 1 2
,
.
x x x
x x x
 
 
 
 
Изобразить траектории решений системы и указать направление движения по 
траекториям. 
Решение.  Собственные значения матрицы определяем из уравнения 
 
2
1 λ 1
(1 λ) 1 0.
1 1 λ
 
   

 
 
Имеем 1,2 1 i   . Вещественные части корней положительны, следовательно, 
решения данной системы неустойчивы в силу теоремы 7.1. Чтобы изобразить траекто-
рии решений, перейдем к полярной системе координат 
1
cos ,x     
2
sin .x     Запи-
шем систему в полярной системе координат: 
 
cos sin cos sin ,
d d
dt dt
 
       
sin cos ρcos sin .
d d
dt dt
 
      
 
Разрешая эту систему относительно 
ρd
dt
 и 
d
dt

, получим 
ρ
ρ,
d
dt
    1
d
dt

 . 
Отсюда находим траектории решений исходной системы уравнений 
ρ
,
ρ
d
d    
,Ce
   0.C   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 
y 
X
11 
y1 
Рис. 12 
y
2 
x 
Рис. 13 
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Одна из траекторий точка (0;0), а остальные – логарифмические спирали. Точка 
( ( ); ( ))x t y t  со временем как угодно далеко удаляется от начала координат. Положение 
равновесия точка  (0;0) – фокус (рис. 13). 
 
 
Задачи и упражнения  
 
1. Исследовать на устойчивость нулевое решение и поведение фазовых кривых 
системы уравнений: 
        а) 
2 ,
5 ;
dx
x
dt
dy
x y
dt



  

                                                       б) 
2 5 ,
2 4 ;
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

  

 
        в) 
2 ,
2 3 ;
dx
x y
dt
dy
x y
dt

 

  

                                                     г) 
3 4 ,
4 3 ;
dx
x y
dt
dy
x y
dt

 

   

 
        д) 
3 ,
3 ;
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

  

                                                     е) 
3 4 ,
4 .
dx
x y
dt
dy
x y
dt

 

  

 
 
2. При каких a и  b R  действительные части корней многочлена 
4 3 2
(λ) λ λ λ λ 1r a b a      
отрицательны? 
 
3. При каких a, b и с R  действительные части корней многочлена 
3 2
(λ) λ λ λr a b c     
отрицательны? 
  
 
8. Теорема Ляпунова. Критерий устойчивости 
по первому приближению 
 
Рассмотрим автономную систему дифференциальных уравнений возмущенного 
движения 
                                  ( ),x f x                                                            (8.1) 
правая часть которой удовлетворяет условиям существования единственного решения 
системы. 
Пусть 
1 2
( ) ( , ,... )
n
V V x x xx  – скалярная функция, определенная и непрерывно 
дифференцируемая в шаре  
 : , 0 ,nhJ x h h   x R  
и такая, что ( ) 0V 0 . 
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Функцию 
1 2
( ) ( , ,... )
n
V V x x xx  назовем положительно-определенной в шаре, ес-
ли при всех 
h
Jx , исключая точку 0x , ( ) 0V x . 
Пусть ( )tx x  – некоторое решение системы (8.1) при 0tt  . Вдоль этого реше-
ния функция ( ( ))V V t x  как функция переменного t непрерывно дифференцируема 
и ее производная  
 
                 
1 1
grad ,
n n
i
i
i ii i
dxdV V V
f V
dt x dt x 
 
  
 
  f .                             (8.2) 
 
Теорема Ляпунова (для случая автономной системы (8.1)). Если для системы 
уравнений (8.1) существует положительно-определенная в шаре 
h
J  функция 
1 2
( ) ( , ,... )
n
V V x x xx , производная которой по времени (8.2), составленная в силу урав-
нения (8.1) меньше или равна нулю в шаре
h
J  при 0tt  , т. е. 
1
0
n
i
i i
V
f
x



 , то нулевое 
решение 0x  системы уравнений устойчиво в смысле Ляпунова.  
Если, кроме того, при тех же значениях xi  при 0tt   
 
1
( ) 0
n
i
i i
V
f W
x

  

 x , 
 
где ( ) 0W x – некоторая непрерывная функция, равная нулю лишь в начале координат, 
то нулевое решение асимптотически устойчиво. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 0 ε .h  . Обозначим εS поверхность шара εx , 
и пусть 
εmin ( ),V V S  x x . 
 
Ясно, что 0V  . Выберем 0 < δ < ε  таким образом, чтобы при δx  выполня-
лось неравенство 
( ) .V Vx  
 
Такое δ существует, поскольку функция ( )V x  непрерывна при ε,x ( ) 0V 0 . 
Тогда нетрудно проверить, что все интегральные линии, начинающиеся при 
0
t t  внут-
ри 
δJ , никогда при увеличении t не могут достичь εS , откуда и вытекает устойчивость. 
Для проверки этого свойства интегральных линий заметим, что вдоль каждой такой ли-
нии 
 
1 1
grad ,
n n
i
i
i ii i
dxdV V V
f V
dt x dt x 
 
  
 
  f  
 
и значение ( )V x  не возрастает. Если такая линия, начавшаяся при некотором 
0
t t  
внутри 
δJ , при увеличении  t  первый раз достигнет εS  при некотором 1t t , тогда 
вдоль этой линии 
0 1ε
,
t t t t
V V V    
и мы приходим в противоречие с невозрастанием V . 
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Пусть теперь выполнено более сильное условие 
 
1
( ) 0
n
i
i i
V
f W
x

  

 x . 
 
Покажем, что любая интегральная линия, начавшаяся при 
0
t t  внутри δJ , при 
увеличении t  стремится к началу координат. Пусть это не так, и значение V  вдоль не-
которой интегральной линии превосходит некоторое положительное постоянное. Тогда 
интегральная линия целиком расположена вне некоторого шара
σJ  с достаточно малым 
σ 0  и получаем, что вдоль этой интегральной кривой 
 
α 0,
dV
W
dt
    
 
 
т. к. вне 
σJ  функция α 0W   .  
Интегрируя это неравенство, получаем 
 
0 0
( ( )) ( ( )) α( ) ,
t
V t V t t t

   x x
 
 
что противоречит определению ( )V x . Теорема доказана. 
Рассмотрим неавтономную систему дифференциальных уравнений  
 
                                   ( , ),A t x x f x                                                       (8.3) 
 
в которой А – постоянная матрица, ( , )tf x  – непрерывная по t и  xi ( 0 ,t t h x ) функ-
ция, удовлетворяющая условию 
 
                           
0
( , )
0lim
t


x
f x
x
                                                     (8.4) 
 
равномерно при 
0
.t t   
Система уравнений с постоянными коэффициентами  
 
Ax x  
 
называется системой первого приближения для системы (8.3). 
 
Теорема 8.1 (критерий устойчивости по первому приближению). Если действи-
тельные части всех собственных чисел матрицы А отрицательны, а функция ( , )tf x  
удовлетворяет равенству (8.4), то нулевое решение системы уравнений (8.3) асимпто-
тически устойчиво. Если же среди собственных чисел матрицы имеется хотя бы одно 
с положительной вещественной частью, а функция ( , )tf x  удовлетворяет равенству 
(8.4), то нулевое решение системы уравнений (8.3) неустойчиво. 
 
Замечание. Если же среди собственных чисел матрицы  А имеется хотя бы одно с нулевой 
действительной частью, а остальные – с отрицательной, то нулевое решение системы уравнений 
(8.3) может быть как асимптотически устойчивым, так и неустойчивым. 
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Рассмотрим консервативную систему с одной степенью свободы без трения 
 
( ),x f x   ( , ).x a b  
Функция 
( ) (ξ) ξ
x
c
U x f d    ( ( , )с a b ) 
называется потенциальной энергией механической системы. Уравнение второго поряд-
ка эквивалентно системе уравнений 
 
,x p     ( ).p U x                                                     (8.5) 
 
Положению равновесия 
0
x x  уравнения  соответствует положение равновесия 
0
x x , 0p   системы уравнений (8.5). 
Положение равновесия уравнения 
0
x x  является стационарной точкой потен-
циальной энергии U(x). В самом деле, если 
0
x x  – положение равновесия, то 
0
( ) 0f x   
и 
0 0
( ) ( ) 0.U x f x   
 
 
Теорема 8. 2. Пусть  f (x) – функция дважды непрерывно дифференцируема на 
(a,b). Тогда, если 
0
x x  – точка строгого минимума потенциальной энергии U (x), то 
положение равновесия 
0
x x , 0p   системы уравнений (8.5) устойчиво по Ляпунову; 
если 
0
x x  – точка строгого максимума потенциальной энергии U(x) и 
0
( ) 0,f x   то 
положение равновесия 
0
x x , 0p   системы уравнений (8.5) неустойчиво. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Как уже было отмечено выше, можно считать 
0
0.x   
Пусть 0x  – точка строгого минимума потенциальной энергии, тогда в некоторой 
окрестности точки 0 функция ( ) (0)U x U  при 0.x   Введем функцию 
2
( , ) ( ) (0)
2
p
Е x p U x U    (полная энергия механической системы). 
Очевидно, 
( ( )) 0,
E E
p U x
x p
 
  
 
 
 
и тогда, в силу теоремы Ляпунова, положение равновесия 
0
x x , 0p   системы урав-
нений (8.5) устойчиво по Ляпунову. 
Пусть 0x   – точка строгого максимума потенциальной энергии U(x) и
(0) 0,f    тогда (0) 0,U    (0) (0) 0.U f      
Так как по формуле Тейлора 
 
2 21 1
( ) (0) (0) ( ) (0) ( ) , (0,1),
2 2
U x U U x U x x U x f x x            
  
и систему (8.5) можно записать в виде 
 
,x p     
21
(0) ( ) .
2
p U x f x x    
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Линеаризация этой системы уравнений примет вид 
 
,x p     (0) .p U x   
Матрица  
0 1
(0) 0
А
U
 
     
 
имеет действительные собственные значения 
1,2
(0),U      одно из которых поло-
жительно, следовательно, по теореме 8.2 положение равновесия 0x  , 0p   неустой-
чиво. 
П р и м е р  1. Исследовать на устойчивость нулевое решение системы уравнений 
 
ln(1 ),
sin( ) cos .
x
dx
x y
dt
dy
e x y y
dt
  
   
 
 
Решение.  Учитывая разложения в ряд Тейлора в окрестности  0  функций 
 
3
sin ...,
3!
z
z z     
2 3
1 ...,
2 3!
z z z
e z       
2
ln(1 ) ...,
2
z
z z      
2 4
cos 1 ...,
2 4!
z z
z      
запишем систему первого приближения: 
 
,
2 .
dx
x y
dt
dy
x y
dt
 
 
 
 
Соответствующее ей характеристическое уравнение есть 
 
2
1 λ 1
(1 λ) 2 0.
2 1 λ
 
   

 
 
Корни характеристического уравнения  
1,2
λ 1 2i   имеют положительную дей-
ствительную часть. Таким образом, решение  0x y   неустойчиво. 
П р и м е р  2. Исследовать на устойчивость нулевое решение системы уравнений 
 
3
sin( ),
sin sin ,
tg( ).
dx
x z
dt
dy
x y z
dt
dz
y z
dt
  
  
 
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Решение.  Учитывая разложения в ряд Тейлора в окрестности 0 тригонометриче-
ских функций, система первого приближения имеет вид 
 
,
,
.
dx
x z
dt
dy
y z
dt
dz
y z
dt
  
  
 
 
 
Собственные числа матрицы коэффициентов системы уравнений определяются 
из уравнения 
 
1 λ 0 1
0 1 λ 1 0.
0 1 1 λ
 
   
 
 
Корни этого уравнения  
1
λ 1,    
2
λ 1 i    имеют отрицательные вещественные 
части. Следовательно, тривиальное решение системы асимптотически устойчиво. 
 
 
Задачи и упражнения  
 
Исследовать на устойчивость нулевое решение системы уравнений: 
 
        а) 
3
4
,
;
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

   

                                                     б) 
3
2
,
2 ;
dx
xy x y
dt
dy
x y
dt

  

  
  
 
           в) 
2sin ,
2 cos 3 2;
dx
x y
dt
dy
x y
dt

 

   

                                        г) 
3sin 4 ,
4sin 3ln(1 );
dx
x y
dt
dy
x y
dt

 

    

 
 
        д) 
2
1 cos ,
sin 1 ;
y
dx
x y
dt
dy
x e
dt

   

   

                                            е) 
2
4sin ln(1 ),
.
dx
x y
dt
dy
x y x y
dt

  

   

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9. Уравнение колебания струны. Метод Фурье  
для уравнения колебания струны 
 
9.1. Уравнения колебания струны 
 
Малые поперечные колебания струны можно характеризовать функцией смеще-
ния ( , )u u x t , где x  (0 )x l   – координата точки струны, t – время. Смещение 
( , )u x t  дает отклонение точки струны от оси x . Если предположить, что натяжение 
в струне подчиняется закону Гука и направлено вдоль струны, то малые свободные по-
перечные колебания струны можно описать функцией смещений ( , ),u x t  удовлетворя-
ющих уравнению колебания струны: 
 
                             
2 2
2
2 2
u u
a
t x
 

 
.                              (9.1) 
 
Здесь 2
0
/ρa T , где 0T  – натяжение струны, не зависящие от ,x  а ρ – линейная 
плотность струны. Уравнение (9.1) описывает поперечные колебания струны в случае 
отсутствия внешних сил.  
Процесс продольных колебаний стержня может быть описан одной функцией 
( , )u x t , представляющий в момент t  смещение точки, имевшей в положении равнове-
сия абсциссу x . При продольных колебаниях это смещение происходит вдоль стержня. 
Если стержень однороден (модуль Юнга k – const, плотность ρ – const), плотность 
внешних сил, отнесенных к единице массы, ( , ) ( , ) /ρf x t F x t  отлична от нуля, то про-
дольные колебания стержня описываются уравнением 
 
                                 
2 2
2
2 2
( , )
u u
a f x t
t x
 
 
 
,  
2
/ ρa k .                                           (9.2) 
 
Заметим, что уравнения продольных колебаний для струны, стержня и пружины 
записываются одинаково, формулой (9.2). При выводе уравнения (9.2) предполагалось, 
что натяжения, возникающие в процессе колебаний, следуют закону Гука, 
( , )
( , )
u x t
T x t k
x



,   где k  – модуль Юнга. 
 
 
9. 2. Граничные и начальные условия 
 
Дифференциальные уравнения с обыкновенными и тем более с частными произ-
водными имеют, вообще говоря, бесчисленное множество решений, поэтому в том слу-
чае, когда физическая задача приводится к уравнению с частными производными для 
однозначной характеристики процесса необходимо к уравнению присоединить некото-
рые дополнительные условия. 
Рассмотрим задачу о поперечных колебаниях струны, закрепленной на концах. 
В этой задаче ( , )u x t  дает отклонение струны от оси x . Если концы струны 0 x l   
закреплены, то должны выполняться «граничные условия» 
 
(0, ) 0u t  ,     ( , ) 0u l t  .      (9.3) 
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Так как процесс колебания струны зависит от ее начальной формы и распреде-
ления скоростей в начальный момент времени, то следует задать «начальные условия»: 
 
    
0
( , ) ( )u x t x  ,      
0
( , ) ψ( )
t
u x t x  .     (9.4) 
 
Условия (9.3) и (9.4) вполне определяют решение уравнения колебаний струны 
(9.1). 
Если концы струны 0x  , x l  движутся по заданному закону, то граничные 
условия (9.3) принимают другой вид:  
 
1
2
(0, ) μ ( )
( , ) μ ( )
u t t
u l t t
 

 
,  
0
t t . 
 
Аналогично ставится задача для продольных колебаний струны или пружины. 
Возможны и другие типы граничных условий. 
Если конец 0x   движется по определенному закону μ( )t , а ко второму концу 
x l  приложена сила 
1
( )v t , то  
(0, ) ( )u t t ,   1
( )
( , ) ( )
x
v t
u l t t
k
   .      (9.5) 
 
Типичным является условие упругого закрепления, скажем для x l  
 
( , ) α ( , )
x
ku l t u l t       
натяж Гука( )T F  , 
или 
  ( , ) ( , )
x
u l t hu l t        ( α/ )h k .      (9.6)  
 
При этом конец x l  может перемещаться, но упругая сила закрепления 
Гука α ( , )F u l t  стремится вернуть сместившийся конец в прежнее положение. 
Если точка, относительно которой имеет место упругое закрепление, сама пере-
мещается и ее отклонение от начального положения дается функцией θ( )t , то гранич-
ное условие принимает вид 
 
α
( , ) ( , ) θ( ) ,       0
x
u l t h u l t t h
k
      .     (9.7) 
 
В дальнейшем будет рассмотрена задача определения функции, удовлетворяю-
щей граничным условиям (9.3) и начальным условиям (9.4). Эта задача носит название 
первой краевой задачи для уравнения (9.2). 
Если в качестве граничных условий на обоих концах берутся граничные условия 
вида (9.5) или граничные условия вида (9.7), то соответствующие задачи называются 
второй или третьей краевой задачей. Если граничные условия при 0x  , x l  имеют 
различные типы, то такие задачи называются смешанными. 
Если нас интересует явление в течение малого интервала времени, когда влия-
ние границ еще несущественно, то рассматривают задачу с начальными условиями: 
 
2
( , ),        ,       0
tt xx
u a u f x t x t       , 
( ,0) ( )
,       
( ,0) ( )
t
u x x
x
u x x
  
   
   
. 
 
Эту задачу часто называют задачей Коши. 
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9.3. Уравнения свободных колебаний струны  
  
Рассмотрим метод разделения переменных или метод Фурье для задачи о коле-
баниях струны, закрепленной на концах.  
Будем искать решение уравнения 
      
2
,      0< ,       0
tt xx
u a u x l t   ; 
 
удовлетворяющее однородным граничным условиям  
 
(0, ) 0u t  ,     ( , ) 0u l t 
 
 
и начальным условиям  
( ,0) ( )u x x ,      ( ,0) ψ( )tu x x  
 
в виде произведения  
( , ) ( ) ( )u x t X x T t  .        (9.8) 
 
Подставим предполагаемую форму решения (9.8) в уравнение (9.1), получим 
 
2
1
,X T T X
a
      или    
2
( ) 1 ( )
( ) ( )
X x T t
X x a T t
 
 .           (9.9) 
 
Правая часть (9.9) является функцией только переменного t , а левая – только x , 
поэтому 
2
( ) 1 ( )
λ
( ) ( )
X x T t
X x a T t
 
   ,      (9.10) 
 
где λ – const. Из равенства (9.10) следуют обыкновенные дифференциальные уравнения 
для определения ( )X x  и ( )T t . 
 
( ) λ ( ) 0,           ( ) 0X x X x X x    ;      (9.11) 
2
( ) λ ( ) 0,                ( ) 0T t a T t T t    .     (9.12) 
 
Граничные условия (9.3) дают 
 
(0, ) (0) ( ) 0,         ( , ) ( ) ( ) 0u t X T t u l t X l T t    . 
 
Отсюда следует 
 (0) 0;    ( ) 0X X l  .    (9.13) 
 
Найдем те значения параметра λ , при которых существуют нетривиальные 
( ( ) 0)X x   решения задачи (9.11), (9.13). 
1. При λ < 0  задача имеет тривиальное решение.  
Действительно, общее решение уравнение (9.11) имеет вид 
 
λ λ
1 2
( )
x x
X x C e C e
    . 
 
Граничные условия (9.13) дают  
 
λ λ
1 2 1 2
(0) 0,      ( )
l l
X C C X l C e C e
       ,  
т. е. 
1 2 1
,       ( ) 0
l l
C C C e e
      . 
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Очевидно, что при λ < 0  exp( ) exp( ) 0l l     , следовательно, 1 2 0C C   
и поэтому ( ) 0X x  . 
2. При λ = 0 задача (9.11), (9.13) также имеет тривиальное решение. Общее ре-
шение уравнения (9.11) имеет вид  
 
1 2
( )X x C x C  . 
Граничные условия дают 
 
2
(0) 0X C  ,  
1
( ) 0X l C l  . 
 
И, следовательно, ( ) 0X x  . 
3. При λ > 0 общее решение уравнения (9.11) может быть записано в виде  
 
1 2
( ) cos λ sin λX x D x D x  . 
 
Граничные условия дают 
 
1 2
(0) 0,       ( ) sin λ 0X D X l D l    . 
 
Если ( )X x 0, то 2 0D  , поэтому 
sin λ 0,l     или   
2
2
( )n
l

  . 
 
Следовательно, нетривиальные решения задачи (9.11), (9.13) возможны лишь 
при значениях 2( / ) ,   1, 2,3... .
n
n l n       Этим значениям соответствуют функции 
( ) sin
n n
nx
X x D
l

 , где nD  – произвольная постоянная. 
Этим же значениям λ
n
 соответствуют решения уравнения (9.12)  
 
( ) cos sin ,      1, 2,3, ...
n n n
nat nat
T t A B n
l l
 
   , 
 
где 
n
A  и 
n
B  – произвольные постоянные. 
Очевидно, что функции 
 
( , ) ( ) ( ) cos sin sin
n n n n n
nat nat nx
u t x X x T t A B
l l l
   
    
   
 
являются частными решениями, удовлетворяющим граничным условиям (9.3). 
Тогда в силу линейности и однородности уравнения (9.1) сумма частных реше-
ний 
      1 1
( , ) ( , ) cos sin sin
n n n
n n
nat nat nx
u x t u x t A B
l l l
 
 
   
   
 
                       (9.14) 
 
также удовлетворяет уравнению (9.1) и граничным условиям (9.3).   
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В формуле (9.14) коэффициенты 
n
A  и 
n
B  определяются из начальных условий 
(9.4). 
1 1
( ,0) ( ) sin sin
n n
n n
nx nx
u x x A
l l
 
 
 
      , 
   1 1
( ,0) ( ) sin
t n n
n n
na nx nx
u x x B
l l l
 
 
  
      .    (9.15) 
 
В равенствах (9.15) мы предположим, что функции ( )x , ( )x  удовлетворяют 
условиям разложения функций в ряд Фурье. Коэффициенты разложения 
n
 , ψ
n
, как 
известно, определяются следующим образом: 
 
n
0 0
2 2
( )sin ,    ( )sin
l l
n
nx nx
x dx x dx
l l l l
 
       .    (9.16) 
Равенства (9.15) показывают, что для выполнения начальных условий надо по-
ложить  
,       
n n n n
l
A B
na
   

. 
 
Тогда формула (9.14) примет вид 
 
 
1
( , ) cos s in sin
n n
n
nat l nat nx
u x t
l na l l


   
    
 
 .   (9.17) 
 
З а д а ч а  1. Найти функцию ( , )u x t , определяющую процесс колебания струны 
(0, )l , закрепленной на концах и возбуждаемой оттягиванием ее в точке / 2x l на ве-
личину h , т. е. ( / 2,0)u l h . Начальная скорость равна нулю. 
  
 
           
 
 
 
 
 
 
 
Решение.  Найдем уравнения ломаной ОАВ, определяющее начальное положение 
струны. Угловой коэффициент прямой ОА равен 2 /h l , следовательно, уравнение этой 
прямой 
2h
u x
l
 . Прямая АВ отсекает на осях координат отрезки 2h  и l , поэтому урав-
нение этой прямой 1,
2
x u
l h
   или 
2
( )
h
u l x
l
  . 
2
,    если 0 / 2,
( , 0) ( )
2
( ),    если / 2 .
h
x x l
l
u x x
h
l x l x l
l

 
    
   

 
  u 
                A 
                         h                 B 
 0                l/2                l        x   
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Так как начальные скорости по условию отсутствуют, то ψ( ) 0x  . Найдем ко-
эффициенты разложения функции ( )x в ряд Фурье по синусам с периодом 2l . 
 
/ 2
2 2
0 0 / 2
2 4 4
( )sin sin ( )sin
l l l
n
l
nx h nx h nx
x dx x dx l x dx
l l l l l l
  
        . 
 
Интегрируя по частям, получаем 
 
/ 2 / 2
0 / 20 / 2
4 4 4 4
cos cos ( )cos cos
l ll l
n
l l
h nx h nx h nx h nx
x dx l x dx
nl l nl l nl l nl l
   
       
    
 
 
/ 2
2 2 2 2 2 2
0 / 2
2 4 2 4 8
cos sin cos sin sin
2 2 2
l l
l
h n h nx h n h nx h n
n n l n n l n
    
     
    
. 
 
По формуле (9.17) находим решение 
 
2 2
1
8 1
( , ) sin cos sin
2n
h n n nx
u x t at
n l l


   
  
  
 . 
 
 
9.4. Неоднородные уравнения колебания струны 
 
Рассмотрим неоднородное уравнение колебаний 
 
2 2
( , ),    / ,   0
tt xx
u a u f x t a k x l     
 
 
с начальными условиями      
( ,0) ( )
     0
( ,0) ( )
t
u x x
x l
u x x
  
 
    
 
и однородными граничными условиями 
 
(0, ) 0,      ( , ) 0u t u l t  . 
 
Функцию ( , )u x t  – решение задачи (9.2), (9.4), (9.3) будем искать в виде суммы 
двух функций: 
1 2
( , ) ( , ) ( , )u x t u x t u x t  .    (9.18) 
 
Пусть функция 1( , )u x t  есть решение однородного дифференциального уравне-
ния (9.1) с заданными начальными условиями (9.4) и с однородными граничными усло-
виями (9.3), поэтому она записывается формулой (9.17). 
Тогда вторая функция 2 ( , )u x t  из представления (9.18) будет удовлетворять не-
однородному уравнению колебаний (9.2), однородным граничным условиям и нулевым 
начальным данным: 
2 2 2
( , ),    0 ;     0;
tt xx
u a u f x t x l t      
 2 2( ,0) 0,      ( ,0) 0;
t
u x u x                                            (9.19) 
.0,0),(,0),0(
22  ttlutu  
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Формула (9.14) наводит на мысль, что решение можно искать в виде разложения 
в ряд Фурье по sin
nx
l
 
 
 

: 
2
1
( , ) ( )sinn
n
nx
u x t u t
l



 ,    (9.20) 
 
рассматривая при этом t как параметр. Для нахождения ( , )u x t  надо определить функ-
ции ( )nu t . Представим функцию ( , )f x t  в виде ряда Фурье: 
 
1 0
2
( , ) ( )sin ,    ( ) ( , )sin
l
n n
n
nx n
f x t f t f t f t d
l l l


  
     . 
 
Представляя предполагаемую форму решения (9.20) в дифференциальное урав-
нение (9.2) 
2
2
1
sin ( ) ( ) ( ) 0
n n n
n
nx n
a u t u t f t
l l


    
     
   
 , 
 
видим, что оно удовлетворено, если 
 
22
2
2
π
( ) ( ) ( )
n n n
d n
u t a u t f t
dt l
 
  
 
.    (9.21) 
 
Из однородных начальных условий (9.19) находим 
 
2
1
2
1
π
( , 0) (0) sin , т. e.  (0) 0
π
( , 0) (0) sin ,  т. е.   (0) 0
n n
n
t n n
n
nx
u x u u
l
nx
u x u u
l





  


 



 .   (9.22) 
 
Таким образом, для определения функции ( )
n
u t получим неоднородное линей-
ное дифференциальное уравнение (9.21) с нулевыми начальными условиями. Чтобы 
найти функцию ( )
n
u t , воспользуемся леммой, относящейся к неоднородным диффе-
ренциальным уравнениям с постоянными коэффициентами.  
Лемма. Решение неоднородного дифференциального уравнения 
 
2
1 22
( ) ( )
d d
L u u p u p u f t
dt dt
     
с начальными условиями 
(0) 0,      (0) 0
t
u u   
дается формулой  
0
( ) ( τ) ( )
t
u t v t f d    , 
 
где ( )v t  − решение однородного уравнения ( ) 0L v   с начальными данными  
(0) 0,      (0) 1
t
v v   . 
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Действительно, из представления  ( )u t  следует 
 
0 0
( ) ( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( )
t t
u t v t f d v f t v t f d              , 
0 0
( ) ( ) ( ) (0) ( ) ( τ) ( ) ( )
t t
u t v t f d v f t v t f d f t               . 
 
Подставляя эти производные в уравнение ( )L u f , получаем 
 
0
( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )
t
L u L v t f d f t f t       . 
 
Решение уравнения 
22
2
2
( ) ( ) 0
d n
v t a v t
dt l
 
  
 
 с начальными данными 
(0) 0,      (0) 1
t
v v    дается формулой  
 
( ) sin
l nat
v t
na l



. 
 
Поэтому в силу леммы 
 
              
0
( ) sin ( ) ( )
t
n n
l n
u t a t f d
na l
 
     
  
 .    (9.23) 
 
Таким образом, искомое решение  1 2( , ) ( , ) ( , )u x t u x t u x t   в силу (9.20) записы-
вается в виде ряда 
 
1 10
( )
( , ) sin ( ) sin cos sin sin
t
n n n
n n
l na t nx nat l nat nx
u x t f d
na l l l na l l
 
 
       
        
  
  , 
 
где ( )
n
f t , 
n
  и ψ
n
 – коэффициенты разложения в ряд Фурье по sin
nx
l
 
 
 
 функций 
( , )f x t ,  ( )x , ψ( )x . 
 
Задача  2. Струна с закрепленными концами 0x  , x l  колеблется под дей-
ствием гармонической силы с плотностью 
2
2
( ) sin
a at
f t
l l

 . Найти отклонение ( , )u x t  
при нулевых начальных условиях. 
Решение.  Рассмотрим уравнение 
 
2
2
2
sin
tt xx
a at
u a u
l l

 
 
 
с нулевыми начальными и граничными условиями 
 
( ,0) 0,    ( ,0) 0,    (0, ) 0,    ( , ) 0
t
u x u x u t u l t    . 
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Очевидно, что 0
n
   и ψ 0
n
 , а 
 
 
2 2
2 2
0
2 2
( ) (sin sin )sin 1 ( 1) sin
l
n
n
at a n at a at
f t d
l l l l l l n l
    
    

. 
 
Найдем ( )
n
u t  по формуле (9.23), раскладывая произведение синусов в полураз-
ность косинусов в подынтегральном выражении:  
 
 
 
2 2
0
2 2
0
2 ( )
( ) 1 ( 1) sin sin
2 1 ( 1)
1 ( 1) cos
2
t
n
n
t
n
a na t a
u t d
n l l l
a nat a n
n l l l
    
    

     
     
  


2 2
( 1) (1 ( 1) ) ( 1)
cos sin
( 1)
n
nat a n a l nat a n
d
l l n l a n l l
             
          
      
 
0
( 1)
sin
( 1)
t
l nat a n
a n l l


    
     
    
 
3 2
(1) ( 1) 2 ( 1) (1 ) 2 ( 1) ( 1)
sin cos sin cos
1 2 2 2 1 2 2
n
a n t a n t a n t a n t
n n l l n l l
          
  
   
. 
 
Очевидно, что ( ) 0
n
u t   при нечетных n : 
 
3 2
2 1 ( 1) 1 ( 1)
( ) sin cos sin cos
(2 1) 1
n
a n t ant ant a n t
u t
n n l l n l l
      
   
   
 
3
2 1 (2 1)
sin sin sin
( 1)(2 1) 2 2
at a n t at
n
n n n l l
      
     
     
 
 
3
1 (2 1)
2 1 sin sin
( 1)(2 1)
at n at
n
n n n l l
   
   
    
. 
 
При 1n    имеем   
 
1 3
2
( ) sin cos
at at at
u t
l l l
   
  
  
, т. к. 1
1
( ) lim ( )
n
n
u t u t

 
 
 
. 
 
Подставляя полученные выражения в ряд (9.20), получим  
 
 
3 3 2
1
2 1 1
( , ) sin cos sin
( 1)(2 1)
(2 1) (2 1)
2 1 sin si n sin .
n
at at at x
u x t
l l l l n n n
at n at n x
n
l l l


    
    
    
     
   
 

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9.5. Общая первая краевая задача 
 
Общая первая краевая задача заключается в определении функции ( , )u x t , удо-
влетворяющей уравнению 
 
2
( , ),    0< ,    0,
tt xx
u a u f x t x l t     
и условиям 
( ,0) ( ),    ( ,0) ( ),    0
t
u x x u x x x l      ; 
1 2
(0, ) ( ),    ( , ) ( ),    0u t t u l t t t     . 
 
Введем новую неизвестную функцию ( , )v x t , связанную со старой функцией 
( , )u x t  соотношением 
1 2
( , ) ( , ) ( ) ( )
l x x
u x t v x t t t
l l

     . 
 
Из равенств (9.2), (9.4), (9.23) следует, что новая функция удовлетворяет диффе-
ренциальному уравнению  
2
( , )
tt xx
v a v f x t  , 
где 
1 2
( , ) ( , ) ( ) ( )
l x x
f x t f x t t t
l l

      , 
начальным условиям 
1 2
( ,0) ( ),    ( ) ( ) (0) (0)
l x x
v x x x x
l l

        ; 
1 2
( ,0) ( ),    ( ) ( ) (0) (0)
t
l x x
v x x x x
l l

       
 
 
и однородным граничным условиям  
 
(0, ) 0,    ( , ) 0.v t v l t   
 
Задача с однородными граничными условиями рассмотрена ранее. 
 
Задачи  
 
1. Струна, закрепленная на концах 0,    x x l  , имеет в начальный момент фор-
му параболы 24 ( ) /hx l x l . Определить смещение точек абсцисс, если начальные ско-
рости отсутствуют. 
О т в е т : 
3 3
0
32 1 (2 1) (2 1)
( , ) cos sin
(2 1)n
h n at n x
u x t
n l l


   

 
 . 
 
2. Струна, закрепленная на концах 0,    x x l  , в начальный момент имеет фор-
му 4 3( 2 )u h x x x   . Найти форму струны для любого момента времени, если началь-
ные скорости отсутствуют. 
 
О т в е т : 
5 5
0
96 1
( , ) cos((2 1) )sin((2 1) )
(2 1)k
h
u x t k at k x
k


    
 
 . 
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3. Пусть начальные отклонения струны, закрепленной в точках 0,    x x l  , 
равны нулю, а начальная скорость выражается формулой  
 
0
0
(const),    если   ,
2 2
0,    если   .
2 2
t
l h
v x
u
t l h
x


 
 
 
   

 
 
Определить форму струны для любого момента времени t . 
О т в е т : 0
2 2
0
4 1
( , ) sin sin sin sin
2 2k
v l k k h k at k x
u x t
a k l l l


   


 . 
 
4. Струна закреплена в точках 0,    x x l  . Начальные отклонения точек струны 
равны нулю. Начальная скорость выражается формулой 
 
0
( )
2cos ,    если   ,
2 2
0,    если   .
2 2
t
l
x
l h
xu
h
t
l h
x


 
 
 
 
 

 
 
О т в е т : 
2
2 2 2 2 2
1
sin cos
4 1 2( , ) sin sin
2k
k k h
hl k x k atlu x t
a k l k h l l


 
 

 
 . 
 
5. Струна с закрепленными концами 0,    x x l   колеблется под действием си-
лы с плотностью ( ) ( )f x x x l  . Найти отклонение ( , )u x t  при нулевых начальных 
условиях. 
О т в е т :
4
2
5 5 5
1
16 1 (2 1) (2 1)
( , ) sin sin
(2 5) 2n
l n at n x
u x t
a n l l


   
 
 
 . 
 
6. Найти решение уравнения 
2 2
2
2 2
u u
a
t x
 

 
, удовлетворяющее следующим усло-
виям:  
( ,0) 0,    ( ,0) 0,    (0, ) 0,    ( , ) sin
t
u x u x u t u l t A t     . 
 
О т в е т : 
1
2
1 2
sin sin
2 ( 1)
( , ) sin sin
sin
n
n
A x t
A a nat nxau x t
l l lnal
a l




   
 
  
   
 
 . 
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10. Уравнение теплопроводности.  
Метод Фурье для уравнения теплопроводности 
 
10.1. Уравнение теплопроводности 
 
Процесс распространения температуры стержня может быть описан функцией 
u(x,t), представляющей температуру в сечении х  0 x l   в момент времени t. Если 
стержень однороден (коэффициент теплопроводности k – const, коэффициент теплоем-
кости c – const, плотность ρ – const), плотность тепловых источников ( , ) 0F x t  , то 
распределение тепла в стержне описывается уравнением 
 
2
2
( , ),
( , )
, ( , ) .
t xx
u a u f x t
k F x t
a f x t
c c
 
 
 
     (10.1) 
 
Коэффициент а2 называется коэффициентом теплопроводности. 
Первая краевая задача для уравнения (10.1) состоит в определении функции ,u
если на концах стержня 0,    x x l   задана температура  
 
1 2 0
(0, ) ( ),    ( , ) ( ),    u t t u l t t t t T           (10.2) 
 
и задано распределение температуры в начальный момент времени 
0
t t
 
 
0
( , ) ( )u x t x  .      (10.3) 
 
 
10.2. Решение однородного уравнения теплопроводности  
с однородными граничными условиями 
 
Найдем решения однородного уравнения 
 
2
,    0 ,    0
t xx
u a u x l t T     ,      (10.4) 
 
удовлетворяющие начальным данным  
 
( ,0) ( ),    0u x x x l          (10.5) 
 
и однородным граничным условиям 
 
(0, ) 0,    ( , ) 0,    0u t u l t t T    .    (10.6) 
  
Будем искать решение задачи (10.4)–(10.6) методом Фурье, т. е. в виде 
( , ) ( ) ( )u x t X x T t . Подставляя предполагаемую форму решения в уравнение (10.4), по-
лучим 
2
1
λ
T X
a T X
 
   . 
Отсюда следует, что 
2
( ) λ 0,    λ 0X x X T a T     .     (10.7) 
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Граничные условия (10.6) дают 
 
(0) 0,    ( ) 0X X l  .                  (10.8) 
 
Таким образом, для определения ( )X x  получили задачу, рассмотренную 
в п. 9.3. Было показано, что при 2( / )
n
n l       1, 2, 3...n   существуют нетривиаль-
ные решения, равные 
( ) sin
n
nx
X x
l

 . 
 
Этим значениям λ
n
 соответствуют решения ( )
n
T t , равные 
 
2λ
( ) n
a t
n n
T t C e

 ,                                    (10.9) 
 
где 
n
C  – пока неизвестный коэффициент. 
Очевидно, что функции 
 
2
( , ) ( ) ( ) sin ,    1,2,3...n
a t
n n n n
nx
u x t X x T t C e n
l
  
    
 
являются частными решениями уравнения (10.4), удовлетворяющими нулевым гранич-
ным условиям. Составим ряд  
 
2
2
1
( , ) sin
n
a t
l
n
n
nx
u x t C e
l
   
 


 .   (10.10) 
 
Ясно, что ( , )u x t  удовлетворяет уравнению (10.4) и условию (10.6). Потребуем 
выполнения начального условия (10.5) 
 
1 1
( ,0) ( ) sin sin
n n
n n
nx nx
u x x C
l l
 
 
 
      ,  (10.11) 
 
откуда 
0
2
( )sin
l
n n
n
C d
l l
 
      .    (10.12) 
 
Тогда формула (10.10) примет вид 
 
2
2
1 0
2
( , ) ( )sin sin
nl
a t
l
n
n nx
u x t d e
l l l
   
 

   
     
 
  .  (10.13) 
 
З а д а ч а . Решить уравнение теплопроводности 2
xx
u
a u
t



 при условиях 
 
(0, ) ( , ) 0,    ( ,0) ( )u t u l t u x x l x    . 
 
Решение.  Вычислим коэффициенты 
n
  разложения ( ) ( )x x l x    в ряд Фурье.   
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Учитывая, что 
 
2
2 2
0 00
cos
sin cos sin
l ll
nx l nx l nx l n
x dx x
l n l n l n
   
    
  
, 
2 3
2 2
2 2 3
0 0
2
sin cos 2 sin cos
( )
ll
nx l nx l nx l nx
x dx x x
l n l n l n l
    
     
   
  
3
3
cos cos 1
( 2 )
( )
n n
l
n n
  
  
 
. 
 
Имеем 
 
2 2
2
3 3
2 cos cos 2(cos 1) 4
2 ( 1) 1
( ) ( )
n
n
l n n n l
l
n n n n
      
               
. 
 
Подставляя 
n
  в формулу (10.13), получаем 
 
 
2
22
3
1
4
( , ) ( 1) 1 sin
a t
n
n
n
ll nxu x t e
ln
   
 


 
    

 . 
 
 
10.3. Неоднородное уравнение теплопроводности 
 
Как и в случае уравнения колебания струны решение ( , )u x t  задачи  
2
( , ),    0
t xx
u a u f x t x l    , 
с начальными условиями 
0
( , ) ( ),    0
t
u x t x x l

   
 
 
и однородными граничными условиями 
 
(0, ) 0,    ( , ) 0,    0u t u l t t T     
 
будем искать в виде суммы двух функций 
 
1 2
( , ) ( , ) ( , )u x t u x t u x t  ,              (10.14) 
 
где 1( , )u x t  есть решение однородного уравнения (10.4) с начальным условием (10.5) 
и граничными условиями (10.6). 
Функция 1( , )u x t  записывается формулой (10.13). 
Тогда функция 2 ( , )u x t  есть решение следующей задачи: 
 
2 2 2
( , ),    0 ,    0
t xx
u a u f x t x l t T      , 
2
0
0
t
u

 ,       
2 2
(0, ) 0,    ( , ) 0,    0u t u l t t T    .                                    (10.15) 
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Будем искать решение этой задачи в виде ряда Фурье по функциям  sin /nx l : 
 
2
1
( , ) ( )sin
n
n
nx
u x t u t
l



 .    (10.16) 
 
Представим ( )f x  в виде ряда 
 
1 0
2
( , ) ( )sin ,    ( ) ( , )sin
l
n n
n
nx n
f x t f t f t f t d
l l l


  
     . 
 
Подставляя предполагаемую форму решения в уравнение (10.1), будем иметь 
 
2
2
1
sin ( ) ( ) ( )
n n n
n
nx n
a u t u t f t
l l


    
    
   
 = 0. 
Тогда 
2
2
( ) ( ) ( )
n n n
d n
u t a u t f t
dt l
 
   
 
.    (10.17) 
 
Из начального условия (15) находим  
 
     
2
1
( ,0) (0)sin 0,    (0) 0
n n
n
nx
u x u u
l



   .   (10.18) 
 
Для решения дифференциального уравнения (10.17) с начальным условием 
(10.18) воспользуемся леммой п. 9.4. Решение задачи 
 
2
2
( ) ( ),    (0) 1
d n
v t a v t v
dt l
 
   
 
 
дается формулой 
2
( )
n
a t
l
v t e
 
 
 


 . 
Поэтому  
2
2
0
( )
( ) ( )
t
n n
n
a t
l
u t e f d
 
 
 

 
   .    (10.19) 
 
В силу (10.16), (10.14) получаем решение исходной задачи в виде 
 
2
2
2
2
( )
1 10
( , ) ( ) sin sin
nt
a t
l
n n
n n
n
a t
lnx nx
u x t e f d e
l l
       
   
 

   
     
  
  .  (10.20) 
 
Задача определения ( , ),u x t  удовлетворяющей уравнению теплопроводности  
 
2
( , ),
t xx
u a u f x t   
с дополнительными условиями 
( ,0) ( )u x x , 
1 2
(0, ) ( ),    (0, ) ( )u t t u t t    , 
 
сводится к рассмотренной выше задаче с однородными граничными условиями.  
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Для этого вводится неизвестная функция ( , )v x t , связанная со старой функцией 
( , )u x t  соотношением 
1 2
( , ) ( , ) ( ) ( )
l x x
u x t v x t t t
l l

     . 
 
Новая функция v  удовлетворяет следующим равенствам: 
 
2
( , )
t xx
v a v f x t  , 
где 
1 2
( , ) ( , ) ( ) ( )
l x x
f x t f x t t t
l l

      , 
1 20
( ) (0) (0)
t
l x x
v x
l l

      , 
(0, ) 0,    ( , ) 0v t v l t  . 
 
 
Задачи 
 
1. Найти решение уравнения 2
t xx
u a u , удовлетворяющего условиям 
(0, ) 0,    ( , ) 0u t u l t  . 
,      при     0 ,
2
( , 0)
,      при     .
2
l
x x
u x
l
l x x l

 
 
   
  
 
О т в е т : 
2 2 2
2
2 2
0
(2 1)
4 ( 1) (2 1)
( , ) sin
(2 1)
n
n
n a t
l
l n x
u x t e
n l


  
  

 
 . 
 
2. Дан тонкий однородный стержень длины l , изолированный от внешнего про-
странства, начальная температура 2( ) ( ) /x cx l x l   . Концы стержня поддерживаются 
при температуре, равной нулю. Определить температуру стержня в момент времени t . 
 
О т в е т : 
2 2 2
2
3 3
1
(2 1)
8 1 (2 1)
( , ) sin
(2 1)n
n a t
l
c n x
u x t e
n l


  
 

 
 .       
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1 
 
Варианты заданий для самостоятельной работы 
 
Вариант 1 
 
1. Составить дифференциальное уравнение и решить задачу. 
А. В любой момент времени скорость v материальной точки превышает сред-
нюю скорость за время t сначала движения на величину 2t. Найти закон движения 
( )S S t , если при 0t    S = S0, скорость v = 0.  
Б. Кривая обладает тем свойством, что в любой ее точке угол, образованный ка-
сательной и радиус – вектором точки касания, равен / 3 . Найти кривую в полярных 
координатах.  
 
2. Найти общее решение уравнения: 
     2.1. 
2
2
1
0.
1
x
yy x
y

  

                              2.2.  
2
2 2
2
.
2
y xy
y
x y

 

  
     2.3. ( 1) 1.x y y x                                2.4.  
2 3
2 3 (5 3) .xy y x y         
     2.5.  
2
.
2(1 ) 2
xy x
y
x
  

                              2.6.  3 32 0.y y     
     2.7. 
2
1
0.
y xy
dx dy
x x

      
 
3. Решить задачу Коши: 
     3.1.  2(2 tg tg ) ,y x y y y dy dx     (0) π.y     
     3.2.  39 18 3 ,xy y y e       (0) (0) 0.y y   
     3.3.  24 4 sin 4 ,y y x x      (0) (0) 0.y y   
 
4. Исследовать на устойчивость нулевое решение системы и решить первую си-
стему уравнений: 
 
4.1. 
2 8 ,
4 .
dx
x y
dt
dy
y
dt

  

  

                                            4.2.    
5 3sin ,
2 cos 5 2.
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

   

   
   
5. Найти общее и особое решение уравнения 
 
2 2
6 3y xy y   . 
 
6. Найти ортогональные траектории семейства парабол 
 
2
4 .x y Сy   
 
7. Струна с закрепленными концами 0,    25x x   колеблется под действием си-
лы с плотностью ( ) ( 25)f x x x   
2 2
5 ( , ),    5 / ρ,   0 25
tt xx
u u f x t k x     . 
Найти отклонение точек струны ( , )u x t  при нулевых начальных условиях. 
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Вариант 2 
 
1. Составить дифференциальное уравнение и решить задачу. 
А. Материальная точка массой 100 г медленно погружается в жидкость под дей-
ствием силы тяжести. Сила сопротивления движению прямо пропорциональна скоро-
сти с коэффициентом пропорциональности b = 4. Найти закон движения. 
Б. Кривая ( )у у x  проходит через точку (9;3) и обладает тем свойством, что 
в любой ее точке отрезок нормали, проведенный от линии до оси Оy, имеет длину 
b = 15. Найти уравнение этой кривой. 
 
2. Найти общее решение уравнения: 
2.1. 
2 2
3( ) 2 0.x y y dy y dx                            2.2. 
2 2
.
2
x xy y
xy
x y
 
 

  
2.3. 
1
0.xy y
x
                                                  2.4. 22( ) ( 1) .xy xy x e y         
2.5.  
2
2 sin .
x
y xy xe x
                                        2.6.  3 16 0.y y     
2.7. 
2 2 2 2
( + ) 0.
xy x
e dx dy
x y x y
 
 
    
 
3. Решить задачу Коши: 
3.1. 
4
( +2 ) , (0) 1
y
y e x y y y   .   
3.2. 8 15 5sin3 3 ,y y y x x        (0) (0) 2.y y    
3.3.  7 6 2 ,xy y y e     (0) (0) 1.y y   
 
4. Исследовать на устойчивость нулевое решение системы и решить первую си-
стему уравнений: 
 
4.1. 
2 ,
6 3 .
dx
x y
dt
dy
x y
dt

 

   

                                            4.2.    
2
sin ,
sin ln(1 ).
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

   

   
   
5. Найти общее и особое решение уравнения 
 
2 2
4y xy y    . 
 
6. Найти ортогональные траектории семейства парабол 
 
2
8 .y x Сx    
 
7. Найти решение волнового уравнения 
2 2
2
2 2
4
u u
t x
 

 
,  0;4x , удовлетворяю-
щее следующим условиям:  
 
( ,0) 0,    ( ,0) 0,    (0, ) 0,    (4, ) sin 2 .
t
u x u x u t u t t     
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Вариант 3 
 
1. Составить дифференциальное уравнение и решить задачу. 
А. Пуля входит в доску толщиной 10 см со скоростью 300 м/с и вылетает из дос-
ки, пробив ее, со скоростью 150 м/с. Считая, что сила сопротивления доски движению 
пули пропорциональна квадрату скорости движения, найти время движения пули через 
доску. 
Б. Кривая ( )у у x  проходит через точку (–1;1) и обладает тем свойством, что 
в любой ее точке отрезок касательной между точкой касания и осью Оy делится в точке 
пересечения с осью абсцисс в отношении 3:1 (считая от оси Оу). Найти уравнение этой 
кривой. 
 
2. Найти общее решение уравнения: 
2.1. 
2 2
5 1 0.y yy x                      2.2.  
2
6 3 .
y
xy y x
x
      
2.3. 
2
2
2 .
1
x
y y x
x
  

                             2.4.  
4
2 sin
tg
3
y x
y y x    .     
2.5.  2 2 33 ( 1) / 3.y x y x x                      2.6.   350sin cos 0.y y y     
2.7. 
2 2
2
3 (3 2 ) 0.
y y
xe dx x ye y dy       
 
3. Решить задачу Коши: 
3.1.  2 1/2 ( ) 0,yy dx x e dy     ( ) 1.y e     
3.2.  46 8 2 ,xy y y e        (0) (0) 0.y y   
3.3.  43 2 6 4 ,xy y x e      (0) (0) 0.y y   
 
4. Исследовать на устойчивость нулевое решение системы и решить первую си-
стему уравнений: 
 
4.1. 
5 4 ,
5 .
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

   

                                            4.2. 
2 2
sin ln(1 ),
.
dx
x y
dt
dy
x y x y
dt

  

   

   
   
5. Найти общее и особое решение уравнения 
 
2
2 4 5y xy y   . 
 
6. Найти ортогональные траектории семейства парабол 
 
2
4 6 .x y Сy   
 
7. Дан тонкий однородный стержень длины 4, изолированный от внешнего про-
странства, начальная температура ( ) (4 ) / 4x x x    
2
4 ,    0 4,    0
t xx
u u x t T     . 
 
Концы стержня поддерживаются при температуре, равной нулю. Определить 
температуру стержня в произвольный момент времени t . 
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Вариант 4 
 
1. Составить дифференциальное уравнение и решить задачу. 
А. На материальную точку с массой 1 кг, движущуюся прямолинейно, действует 
сила F = –kx2 Н. Найти закон движения точки ( )S S t , если при 
0
0 , ( ) 10t S S S t   . 
Б. Кривая ( )у у x  проходит через точку (2;–1) и обладает тем свойством, что 
в любой ее точке отрезок нормали между осями координат делится точкой линии в от-
ношении 3:1 (считая от оси Оу). Найти уравнение этой кривой. 
 
2. Найти общее решение уравнения: 
2.1. 2 220 5 5 4 .xdx ydy yx dy xy dx                   2.2.  
2 2
2
2 5
.
3
x yx y
y
x xy
 
 

  
2.3. 
4
.xy y
x
                                                    2.4.  22 2y y xy   .     
2.5. ctg sin .y y x x x                                          2.6.   tg4 4 0.y x y     
2.7. 2 2(cos 2 2 ) 0.y ye dx y xe dy        
 
3. Решить задачу Коши: 
3.1. 
2
2
sin 2 (sin 2 2sin 2 ) ,ydx y y x dy     
1 π
( ) .
2 4
y      
3.2. 6 4 8 ,xy y y e       (0) (0) 0.y y   
3.3. 23 6 sin 3 ,y y x x     (0) (0) 0.y y   
 
4. Исследовать на устойчивость нулевое решение системы и решить первую си-
стему уравнений: 
4.1. 
3 ,
4 3 .
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

   

                                            4.2. 
4sin ln(1 ),
4 .
dx
x y
dt
dy
x y xy
dt

   

    

   
   
5. Найти общее и особое решение уравнения 
 
2 2
2y xy y    . 
 
6. Найти ортогональные траектории семейства парабол 
 
2
2 .y x Сx    
 
7. Пусть начальные отклонения струны, закрепленной в точках 0,    6x x  , 
равны нулю, а начальная скорость выражается формулой  
 
0
2,    если   3 1,
0,    если   3 1,
t
xu
xt 
   
 
  
 
2 2
6 ,   6 /ρ,   0 6
tt xx
u u k x    . 
Определить форму струны для любого момента времени t . 
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Вариант 5 
 
1. Составить дифференциальное уравнение и решить задачу. 
А. Скорость размножения некоторых бактерий пропорциональна количеству 
бактерий. Количество бактерий удвоилось в течение трех часов. Найти зависимость ко-
личества бактерий от времени. 
Б. Кривая ( )у у x  проходит через точку (8; 8) и обладает тем свойством, что 
тангенс угла наклона каждой ее касательной пропорционален квадрату ординаты точки 
касания. Найти уравнение этой кривой. 
 
2. Найти общее решение уравнения: 
2.1. ( )arctg .
y
xy y x
x
                            2.2. 2 0.
y
y
x
     
2.3. 2(1 ) 2.x y xy                              2.4. 2 2 2(1 ) .x y xy x y        
2.5. 22 3 0.yy y                                  2.6.  tg 1.y x y     
2.7. 3 2 2
3
( 1) 3 0.
2
x y y y x        
 
3. Решить задачу Коши: 
3.1. 
2
( 1) 0, (1) .y dx xy dy y e       
3.2. 6 9 cos3 ,y y y x      (0) (0) 0.y y   
3.3. 7 6 2,xy y y e       (0) (0) 1.y y   
 
4. Исследовать на устойчивость нулевое решение системы и решить первую си-
стему уравнений: 
4.1. 
9 ,
.
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

   

                                            4.2. 
3sin 4 ,
4sin 3ln(1 ).
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

    

   
   
5. Найти общее и особое решение уравнения 
 
2 2
2 4y xy y   . 
 
6. Найти ортогональные траектории семейства парабол 
 
2
2 .y x Сx   
 
7. Найти решение волнового уравнения  
 
2 2
2 2
64
u u
t x
 

 
,  0;8x , 
удовлетворяющее условиям 
 
( ,0) 0,    ( ,0) 0,    (0, ) 0,    (8, ) sin8 .
t
u x u x u t u t t     
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Вариант 6 
 
1. Составить дифференциальное уравнение и решить задачу. 
А. Пуля входит в доску толщиной 10 см со скоростью 200 м/с, а вылетает из дос-
ки, пробив ее, со скоростью 100 м/с. Считая, что сила сопротивления доски движению 
пули пропорциональна квадрату скорости движения, найти время движения пули через 
доску. 
Б. Кривая ( )у у x  проходит через точку (1; –1) и обладает тем свойством, что 
в любой ее точке отрезок касательной между точкой касания и осью Оy делится в точке 
пересечения с осью абсцисс в отношении 1:3 (считая от оси Оу). Найти уравнение этой 
кривой. 
 
2. Найти общее решение уравнения: 
2.1. 
2 2
2( ) 2 0.x y y dy y dx                      2.2.  
2 2
5
.
4
x xy y
xy
x y
 
 

  
2.3. 2 3(1 ) 2 2 .x y xy x                                 2.4.  22 ln .xy y y x    
2.5. 
2
4
.
y
y
x x

                                                2.6.  350sin cos 0.y y y     
2.7. (cos ) 0.y ye dx y xe dy       
 
3. Решить задачу Коши: 
3.1.  
2
( 2 ) ,
y
e dx xydy ydy    (0) 0.y                                    
3.2. 46 8 8 ,xy y y e       (0) (0) 0.y y   
3.3.  3 2 6 3cos ,y y x x      (0) (0) 0.y y   
 
4. Исследовать на устойчивость нулевое решение системы и решить первую си-
стему уравнений: 
4.1. 
5 9 ,
5 .
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

   

                                            4.2. 
2 2
sin ln(1 ),
2 .
dx
x y
dt
dy
x y x y
dt

  

    

   
   
5. Найти общее и особое решение уравнения 
 
2
2 3y xy y    . 
 
6. Найти ортогональные траектории семейства парабол 
 
2
4 .x y Сy   
 
7. Дан тонкий однородный стержень длины 2, изолированный от внешнего про-
странства, начальная температура ( ) (2 ) / 2x x x     
 
2
2 ,    0 2,    0
t xx
u u x t T     . 
 
Концы стержня поддерживаются при температуре, равной нулю. Определить   
температуру стержня в момент времени t . 
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Вариант 7 
 
1. Составить дифференциальное уравнение и решить задачу. 
А. В любой момент времени скорость v материальной точки превышает сред-
нюю скорость за время  t  сначала движения на величину 2t . Найти закон движения, 
если при  t = 0   S = S0,   v = 0v .  
Б. Кривая ( )у у x  проходит через точку (3; 1) и обладает тем свойством, что 
в любой ее точке отрезок касательной между точкой касания и осью Оx делится попо-
лам в точке пересечения с осью Оy. Найти уравнение этой кривой. 
 
2. Найти общее решение уравнения: 
2.1. 
2
2
1
1 0.
1
x
yy
y

  

                             2.2.  
3 2
2 2
2
.
2
y x y
xy
x y

 

  
2.3. (4 1) 4 1.x y y x                           2.4.  
2
( 1) .
x
y xy x e y        
2.5.  
2
2 5
5.
x
y y
x

                                  2.6.  212 0.y y     
2.7. 
2
31
( ) 0.
2
y
( )dx xy y dy

       
 
3. Решить задачу Коши: 
3.1. 2(2ln ln ) ,y y dy ydx xdy     2(4) .y e    
3.2. 39 18 3 ,xy y y e      (0) (0) 0.y y   
3.3.  24 4 sin 4 ,y y x x      (0) (0) 0.y y   
 
4. Исследовать на устойчивость нулевое решение системы и решить первую си-
стему уравнений: 
4.1. 
2 ,
6 .
dx
x y
dt
dy
y
dt

  

  

                                            4.2. 
3 3sin ,
cos 3 1.
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

   

 
   
5. Найти общее и особое решение уравнения 
 
2 2
6 3y xy y   . 
 
6. Найти ортогональные траектории семейства парабол 
 
2
2 4 3 .x y Сy   
 
7. Струна с закрепленными концами 0,    16x x   колеблется под действием 
силы с плотностью ( ) ( 16)f x x x   
 
2 2
4 ( , ),    4 / ρ,   0 16
tt xx
u u f x t k x     . 
 
Найти отклонение точек струны ( , )u x t  при нулевых начальных условиях. 
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Вариант 8 
 
1. Составить дифференциальное уравнение и решить задачу. 
А. Материальная точка массой 50 г медленно погружается в жидкость под дей-
ствием силы тяжести. Сила сопротивления движению прямо пропорциональна скоро-
сти с коэффициентом пропорциональности b = 2. Найти закон движения. 
Б. Кривая ( )у у x  проходит через точку (3; 5) и обладает тем свойством, что 
в любой ее точке отрезок нормали, проведенный от линии до оси Оy, имеет длину b = 5. 
Найти уравнение этой кривой. 
 
2. Найти общее решение уравнения: 
2.1. 
2
2
1
1 0.
1
x
y y
y

  

                         2.2.  
3 2
2 2
3 14
.
3 7
y yx
xy
y x

 

  
2.3. tg 4 .y x y                                     2.4.  
2
2( ) .y y xy        
2.5. 
2
1 2
1.
x
y y
x

                              2.6.  38sin cos .y y y    
2.7. 
2
2 2
2 3
( + ) ( ) 0.
x x
xy dx x y dy
y y
       
 
3. Решить задачу Коши: 
3.1.  3
1
(4 ) 0, (0) 0.
8
y xy y dy dx y        
3.2. 11 30 2sin ,y y y x x       (0) (0) 0.y y   
3.3.  56 5 2 ,xy y y e     (0) (0) 0.y y   
 
4. Исследовать на устойчивость нулевое решение системы и решить первую   си-
стему уравнений: 
4.1. 
3 3 ,
5 5 .
dx
x y
dt
dy
x y
dt

 

   

                                            4.2. 
2
sin ln(1 ),
.
dx
x y
dt
dy
x y x y
dt

  

   

   
   
5. Найти общее и особое решение уравнения 
 
2
2 8y xy y   . 
 
6. Найти ортогональные траектории семейства парабол 
 
2
16 .y x Сx    
 
7. Найти решение уравнения теплопроводности 26
t xx
u u , удовлетворяющее 
условиям  (0, ) 0,    (6, ) 0,u t u t   
,      при     0 3,
( ,0)
6 ,      при     3 6.
x x
u x
x x
 
 
  
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Вариант 9 
 
1. Составить дифференциальное уравнение и решить задачу. 
А. Скорость размножения некоторых бактерий пропорциональна количеству 
бактерий. Количество бактерий удвоилось в течение пяти часов. Найти зависимость 
количества бактерий от времени. 
Б. Кривая ( )у у x  проходит через точку (2; 2) и обладает тем свойством, что 
тангенс угла наклона каждой ее касательной пропорционален квадрату ординаты точки 
касания. Найти уравнение этой кривой. 
 
2. Найти общее решение уравнения: 
2.1. 
2
2
1
1 0.
1
x
y y
y

  

                         2.2. 
2 2
2 .xy x y y      
2.3. 4 3 1.x y x y                                 2.4.  2 22 5 5 .x y x y x         
2.5. 22( ) .xy y xy                              2.6. tg3 3 .y x y    
2.7. 2 33 ( 1) 0.y yx e dx x e dy       
 
3. Решить задачу Коши: 
3.1.  
2
2
( ) 0, ( ) 2.yy dx x e dy y e       
3.2. 16 64 cos8 ,y y y x     (0) (0) 0.y y   
3.3.  7 10 4,xy y y e       (0) (0) 1.y y   
 
4. Исследовать на устойчивость нулевое решение системы и решить первую  си-
стему уравнений: 
4.1. 
4 8 ,
2 4 .
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

   

                                            4.2. 
2sin 8 ,
2sin 2 ln(1 ).
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

    

   
   
5. Найти общее и особое решение уравнения 
 
2 2
2 2y xy y   . 
 
6. Найти ортогональные траектории семейства парабол 
 
2
4 .y x Сx   
 
7. Найти решение волнового уравнения  
 
2 2
2 2
25
u u
t x
 

 
,  0;5x , 
удовлетворяющее условиям  
 
( ,0) 0,    ( ,0) 0,    (0, ) 0,    (5, ) sin 5 .
t
u x u x u t u t t     
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Вариант 10 
 
1. Составить дифференциальное уравнение и решить задачу. 
А. Известно, что скорость охлаждения тела пропорциональна разности между 
температурой тела и температурой окружающей среды. Тело охладилось за 15 мин от 
100 до 30 оС. Температура окружающей среды поддерживалась равной 10 оС. Найти, за 
какое время тело остынет до 20 оС.  
Б. Кривая обладает тем свойством, что в любой ее точке угол, образованный ка-
сательной и радиус – вектором точки касания, равен / 4 . Найти кривую в полярных 
координатах. 
 
2. Найти общее решение уравнения: 
2.1. 4( 8) 0.x xe dy ye dx                        2.2.  
3 2
2 2
5 2
.
5
y x y
xy
x y

 

  
2.3. 4 1.xy y                                         2.4.  
2 3
2 3 ( 3) .xy y x y         
2.5.  
2
2 5
5.
x
y y
x

                                  2.6.  3 9 0.y y     
2.7. 3 3
2
1
( ) ( ) 0.
y
x dx y dy
x x
        
 
3. Решить задачу Коши: 
3.1. 2(2ln ln ) ,y y dy ydx xdy     2(4) .y e    
3.2. 29 14 2 ,xy y y e        (0) (0) 0.y y   
3.3. 25 6 sin 5 ,y y x x      (0) (0) 0.y y   
 
4. Исследовать на устойчивость нулевое решение системы и решить первую си-
стему уравнений: 
4.1. 
2 4 ,
2 .
dx
x y
dt
dy
y
dt

  

  

                                            4.2. 
2 2 sin ,
3cos 2 3.
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

   

   
   
5. Найти общее и особое решение уравнения 
 
2 2
6 3y xy y   . 
 
6. Найти ортогональные траектории семейства парабол 
 
2
2 4 3 .x y Сy   
 
7. Струна с закрепленными концами 0,    4x x   колеблется под действием си-
лы с плотностью ( ) ( 4)f x x x   
 
2 2
4 ( , ),    4 / ρ,   0 4
tt xx
u u f x t k x     . 
 
Найти отклонение точек струны ( , )u x t  при нулевых начальных условиях. 
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Вариант 11 
 
1. Составить дифференциальное уравнение и решить задачу. 
А. Ракета запущена вертикально вверх с начальной скоростью 100 м/с. Сопро-
тивление воздуха замедляет ее движение, сообщая ракете отрицательное ускорение, 
пропорциональное ее скорости (–kv2). Определить время достижения ракетой наивыс-
шего положения.  
Б. Кривая ( )у у x  проходит через точку (2; –1) и обладает тем свойством, что 
в любой ее точке отрезок касательной между точкой касания и осью Оy делится в точке 
пересечения с осью абсцисс пополам. Найти уравнение этой кривой. 
 
2. Найти общее решение уравнения: 
2.1. 2 2 .ydy xdx yx dy xy dx                      2.2.  
2 2
2
.
3
x xy y
xy
x y
 
 

  
2.3. ln 2 .x xy y                                           2.4.  
2 3
2 3 (20 12)xy y x y     .     
2.5. 
1
.
xy x
y e
x x

                                        2.6.  3 416( 1).y y y     
2.7. 
2
2 2
2 3
2 2
( ) ( ) 0.
x x
xy dx x y dy
y y
       
  
3. Решить задачу Коши: 
3.1. 22(cos cos 2 ) sin 2 ,y y x y y    
3 5
( ) .
2 4
y

    
3.2. 45 4 4 ,xy y y e        (0) (0) 0.y y   
3.3. 28 8 cos 2 ,y y x x      (0) (0) 0.y y   
 
4. Исследовать на устойчивость нулевое решение системы и решить первую си-
стему уравнений: 
4.1. 
6 16 ,
6 .
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

   

                                            4.2. 
2
sin 2 ln(1 ),
2 .
dx
x y
dt
dy
x y x y
dt

   

    

   
   
5. Найти общее и особое решение уравнения 
 
2 2
3y xy y    . 
 
6. Найти ортогональные траектории семейства парабол 
 
2
4 5 .x y Сy    
 
7. Дан тонкий однородный стержень длины 8, изолированный от внешнего про-
странства, начальная температура ( ) (8 ) /8x x x    
 
2
8 ,    0 8,    0
t xx
u u x t T     . 
 
Концы стержня поддерживаются при температуре, равной нулю. Определить 
температуру стержня в момент времени t . 
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Вариант 12 
 
1. Составить дифференциальное уравнение и решить задачу. 
А. Материальное тело массой 5 кг брошено вертикально вверх с начальной ско-
ростью 2 м/с. Сопротивление воздуха пропорционально скорости с коэффициентом 
пропорциональности b = 1,5. Определить, в какой момент времени оно достигнет 
наивысшего положения. 
Б. Кривая ( )у у x  проходит через точку (6; 4) и обладает тем свойством, что 
в любой ее точке отрезок нормали, проведенный от линии до оси Оy, имеет длину 
b = 10. Найти уравнение этой кривой. 
 
2. Найти общее решение уравнения: 
2.1. 
2 2
3 2 0.x y dx y x dy                    2.2. 
3 2
2 2
3 8
.
3 4
y yx
xy
y x

 

  
2.3. сtg 4 .y x y                                             2.4. 
cos (1 sin )
2 cos .
x x
y y x
y

        
2.5. 
2
.
2(1 ) 2
xy x
y y
x
  

                               2.6. 32sin cos 0.y y y     
2.7. 
2
1
( + ) (2 ) 0.
x y
xe dx dy
x x
       
 
3. Решить задачу Коши: 
3.1. 
2
( 2 ) 0, (0) 0.
y
e dx xydy ydy y       
3.2. 11 30 2sin ,y y y x x        (0) (0) 0.y y   
3.3. 56 5 2 ,xy y y e     (0) (0) 0.y y   
 
4. Исследовать на устойчивость нулевое решение системы и решить первую си-
стему уравнений: 
4.1. 
5 ,
5 .
dx
x y
dt
dy
x y
dt

 

   

                                            4.2. 
2
2 2
sin ln(1 ),
.
dx
x y
dt
dy
x y x y
dt

  

   

 
   
5. Найти общее и особое решение уравнения 
 
2
4 2y xy y   . 
 
6. Найти ортогональные траектории семейства парабол 
 
2
16 .x y Сy    
 
7. Найти решение уравнения теплопроводности 
2
8
t xx
u u , удовлетворяющее 
условиям (0, ) 0,    (8, ) 0,u t u t   
,      при     0 4,
( ,0)
8 ,      при     4 8.
x x
u x
x x
 
 
  
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Вариант 13 
 
1. Составить дифференциальное уравнение и решить задачу. 
А. Моторная лодка массой 500 кг движется прямолинейно с начальной скоро-
стью 20 км/час. Сопротивление воды пропорционально скорости и равно 20 КН при 
скорости 36 км/час. Найти расстояние, пройденное лодкой при выключенном двигателе 
до остановки. 
Б. Кривая ( )у у x  проходит через точку (4; 3) и обладает тем свойством, что 
в любой ее точке тангенс угла наклона нормали к оси абсцисс пропорционален абсцис-
се точки касания. Найти уравнение этой кривой. 
 
2. Найти общее решение уравнения: 
2.1. 2 24 0.x xy x y                             2.2. 
2 2
6
.
6
x xy y
xy
x y
 
 

  
2.3. 
1
0.xy y
x
                                      2.4. 23( ) ln .y xy y x        
2.5. 2
2
( 1) .
1
x
y y e x
x
   

                         2.6.  3 4 16.y y y     
2.7. 3 2( +cos ) (3 ) 0.yy x dx xy e dy       
 
3. Решить задачу Коши: 
3.1. 2
1
( ) 0, ( ) 4.
2
xy y dy y dx y        
3.2. 8 15 2sin5 3 ,y y y x x      (0) (0) 0.y y   
3.3. 6 5 5 ,xy y y e     (0) (0) 0.y y   
 
4. Исследовать на устойчивость нулевое решение системы и решить первую си-
стему уравнений: 
4.1. 
2 5 ,
2 5 .
dx
x y
dt
dy
x y
dt

 

   

                                            4.2. 
2
2sin ln(1 ),
2 .
dx
x y
dt
dy
x y x y
dt

  

   

   
   
5. Найти общее и особое решение уравнения 
 
2
4y xy y   . 
 
6. Найти ортогональные траектории семейства парабол 
 
2
16 .y x Сx   
 
7. Найти решение уравнения теплопроводности 24
t xx
u u , удовлетворяющее 
условиям  (0, ) 0,    (4, ) 0u t u t  , 
,      при     0 2,
( ,0)
4 ,      при     2 4.
x x
u x
x x
 
 
  
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Вариант 14 
 
1. Составить дифференциальное уравнение и решить задачу. 
А. Материальная точка массой 2 кг движется горизонтально и прямолинейно под 
действием силы F = 4cos 2t Н. Сила сопротивления движению прямо пропорциональна 
скорости с коэффициентом пропорциональности b = 2. Найти скорость точки в момент 
времени  t = 2 с, если в момент времени  t = 0  скорость точки равнялась 0,5 м/с. 
Б. Кривая ( )у у x  проходит через точку (–4; –6) и обладает тем свойством, что 
отрезок любой касательной, заключенный между координатными осями, делится попо-
лам в точке касания. Найти уравнение этой кривой. 
 
2. Найти общее решение уравнения: 
2.1. 2 2(5 ) 0.x xy y e e                             2.2. 
2 2
4 2 .xy x y y      
2.3. 3 22 2 0.x y x y                              2.4.  2 22 1 .x y x y x         
2.5. 23( ) ln .xy y y x                               2.6. 2 1.x y xy     
2.7. (cos ) 0.y ye dx y xe dy       
 
3. Решить задачу Коши: 
3.1. 
2
( 1) 0, (1) .y dx xy dy y e                                   
3.2. 2 8 8 4cos2 ,y y y x     (0) (0) 0.y y   
3.3. 7 10 4,xy y y xe       (0) (0) 1.y y   
 
4. Исследовать на устойчивость нулевое решение системы и решить первую си-
стему уравнений: 
4.1. 
2 ,
2 .
dx
x y
dt
dy
x y
dt

 

   

                                            4.2. 
4sin 2 ,
2sin 4 ln(1 ).
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

    

   
   
5. Найти общее и особое решение уравнения 
 
2 2
2y xy y    . 
 
6. Найти ортогональные траектории семейства парабол 
 
2
2 8 .y x Сx   
 
7. Найти решение волнового уравнения  
 
2 2
2
2 2
5
u u
t x
 

 
,  0;5x , 
удовлетворяющее условиям 
 
( ,0) 0,    ( ,0) 0,    (0, ) 0,    (5, ) cos5 .
t
u x u x u t u t t     
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Вариант 15 
 
1. Составить дифференциальное уравнение и решить задачу. 
А. В сосуд, содержащий 20 л воды, непрерывно со скоростью 4 л в минуту по-
ступает раствор, в каждом литре которого содержится 0,4 кг соли. В сосуде раствор пе-
ремешивается, и смесь вытекает из сосуда с той же скоростью. Сколько соли будет 
в сосуде через 8 мин?  
Б. Кривая ( )у у x  проходит через точку (1; 6) и обладает тем свойством, что 
каждая касательная к этой кривой пересекает прямую 4у   в точке с абсциссой, рав-
ной удвоенной абсциссе точки касания. Найти уравнение этой кривой. 
 
2. Найти общее решение уравнения: 
2.1. 
2 2
1 1 0.yy x x y                          2.2. 
1
.
xy x
y e
x x

     
2.3. 
1
tg 0.
sin
y x y
x
                                2.4. 3 44 1.y y y              
2.5. 2 (ln 2) ln .xy y y x x                         2.6. 
2
2
2 6 3.
y y
y
x x
      
2.7. 3 2 2 2 2
3
( 2 ) 4 0.
2
x y x y y x xy x      
 
3. Решить задачу Коши: 
3.1. 3(13 ) 4 ,y x y y    (5) 1.y      
3.2. 6 9 6cos2 ,y y y x      (0) (0) 0.y y   
3.3. 25 6 4 3 ,xy y y e x      (0) (0) 1.y y   
 
4. Исследовать на устойчивость нулевое решение систем и найти общее решение 
первой системы уравнений: 
4.1. 
2 16 ,
2 .
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

   

                                            4.2. 
1 cos ,
2sin 2 2 .
y
dx
x y
dt
dy
x e
dt

   

   

    
 
5. Найти общее и особое решение уравнения 
2
4 2y xy y    . 
 
6. Найти ортогональные траектории семейства парабол 
2
4 .y x Сx    
 
7. Пусть начальные отклонения струны, закрепленной в точках 0,    4x x  , 
равны нулю, а начальная скорость выражается формулой  
0
4,    если   2 1,
0,    если   2 1,
t
xu
xt 
   
 
  
 
2 2
4 ,    4 /ρ,   0 4
tt xx
u u k x    . 
Определить форму струны для любого момента времени t . 
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Вариант 16 
 
1. Составить дифференциальное уравнение и решить задачу. 
А. Материальная точка массой 2 кг движется горизонтально и прямолинейно 
вдоль оси Оx под действием силы F = sin 2t Н и силы упругости 16уF x Н, стремящей-
ся вернуть точку в положение равновесия. Найти скорость точки в момент времени 
t = 1 с, если в момент времени  t = 0  скорость точки равнялась 0,2 м/с. 
Б. Кривая ( )у у x  проходит через точку (0; –4) и обладает тем свойством, что 
тангенс угла наклона каждой ее касательной равен ординате точки касания, увеличен-
ной на 5 единиц. Найти уравнение этой кривой. 
 
2. Найти общее решение уравнения: 
 
2.1. 2 2(4 ) 2 .x y y xy                     2.2. 3sin 2 2 2sin .y x y x     
2.3. 350sin cos .y y y                     2.4. 
1
0.
1
y y
x
  

   
2.5. 2 (ln 2) ln .xy y y x x            2.6. 2(1 ) .xy xy x e y       
2.7. 3 2 2 2
1
( ) 3 1 0.
2
xy x y y x x y x        
 
3. Решить задачу Коши: 
3.1. 2(2 sin 2 2cos ) 1 0,y x y y       ( 1) 0.y       
3.2. 8 16 sin 4 ,y y y x     (0) (0) 0.y y   
3.3.  25 6 4 6,xy y y e      (0) (0) 1.y y   
 
4. Исследовать на устойчивость нулевое решение систем и найти общее решение 
первой системы уравнений: 
4.1. 
2 4 ,
2 .
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

  

                                            4.2. 
2
1 cos ,
2sin 1 .
y
dx
y
dt
dy
x e
dt


 

   

     
 
5. Найти общее и особое решение уравнения 
 
2
y xy y   . 
 
6. Найти ортогональные траектории семейства парабол 
 
2
2 .y x С   
 
7. Найти решение волнового уравнения  
 
2 2
2 2
9
u u
t x
 

 
,  0;3x , 
удовлетворяющее условиям 
 
( ,0) 0,    ( ,0) 0,    (0, ) 0,    (3, ) sin 3 .
t
u x u x u t u t t     
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Вариант 17 
 
1. Составить дифференциальное уравнение и решить задачу. 
А. Известно, что скорость охлаждения тела пропорциональна разности между 
температурой тела ТТ  и температурой окружающей среды ТО. Найти зависимость тем-
пературы тела  ТТ  от времени  t , если ТТ(0) = ТО. 
Б. Кривая ( )у у x  обладает тем свойством, что радиус – вектор любой точки 
равен отрезку нормали между кривой и осью абсцисс. Найти уравнение этой кривой. 
 
2. Найти общее решение уравнения: 
2.1. ( 16) 2 0.x xe dy ye dx                        2.2. 
3 2
2 2
3 4
.
3
y x y
xy
x y

 

  
2.3. 1.xy y x                                        2.4. 
2 3
8 12 (5 3) .xy y x y          
2.5. 
3
1
.
y
y
x x

                                            2.6. 3 416 .y y y     
2.7. 
2
1
(2 1 ) (2 ) 0.
y
x dx y dy
x x
         
 
3. Решить задачу Коши: 
3.1. 3(104 ) 4 ,y x y y   (8) 1.y                                  
3.2. 29 14 7 ,xy y y e      (0) (0) 0.y y   
3.3. 28 6 sin 3 ,y y x x       (0) (0) 0.y y   
 
4. Исследовать на устойчивость нулевое решение системы и решить первую си-
стему уравнений: 
4.1. 
2 ,
4 4 .
dx
x
dt
dy
x y
dt



  

                                            4.2. 
2 sin ,
cos 1.
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

   

   
   
5. Найти общее и особое решение уравнения 
 
2 2
5 3y xy y   . 
 
6. Найти ортогональные траектории семейства парабол 
 
2
3 4 5 .x y Сy   
 
7. Струна, закрепленная на концах 0,    16x x  , имеет в начальный момент 
форму параболы 4 (16 )x x  
2 2
4 ,    4 / ρ,   0 16
tt xx
u u k x    . 
 
Определить смещение точек абсцисс, если начальные скорости отсутствуют. 
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Вариант 18 
 
1. Составить дифференциальное уравнение и решить задачу. 
А. На материальную точку с массой 1 кг, движущуюся прямолинейно вдоль оси 
Оx, действует сила F = kx Н и сила упругости 
уF сx Н, стремящаяся вернуть точку 
в положение равновесия. Найти закон движения ( )x x t  точки, если при 
0
0 , ( ) 0t x x x t   . 
Б. Кривая ( )у у x  проходит через точку (1; 0) и обладает тем свойством, что 
в любой ее точке отрезок нормали между осями координат делится точкой линии в от-
ношении 3:2 (считая от оси Оу). Найти уравнение этой кривой. 
 
2. Найти общее решение уравнения: 
2.1. 2 22 .xdx ydy yx dy xy dx                     2.2.  
2 2
2
2
.
2
x yx y
y
x xy
 
 

  
2.3. 
4
.xy y
x
                                          2.4.  
2
2 2
3 2 4
x
y xy xy e
    .     
2.5.  2tg cos .y y x x                                    2.6.  ctg4 4 0.y x y     
2.7. (cos 2 ) 0.y ye dx y xe dy        
 
3. Решить задачу Коши: 
3.1. 3(13 ) 4 ,y x y y    (1) 1.y     
3.2. 6 5 6 ,xy y y e      (0) (0) 0.y y   
3.3. 26 4sin 2 ,y y x x     (0) (0) 0.y y   
 
4. Исследовать на устойчивость нулевое решение системы и решить первую си-
стему уравнений: 
4.1. 
3 4 ,
4 3 .
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

   

                                            4.2. 
2
4sin ln(1 ),
4 .
dx
x y
dt
dy
x y x y
dt

   

    

   
   
5. Найти общее и особое решение уравнения 
2 2
4y xy y    . 
 
6. Найти ортогональные траектории семейства парабол 
2
2 .x y Сy    
 
7. Пусть начальные отклонения струны, закрепленной в точках 0,    4x x  , 
равны нулю, а начальная скорость выражается формулой  
0
2,    если   2 1,
0,    если   2 1,
t
xu
xt 
   
 
  
 
2 2
4 ,    4 /ρ,   0 4
tt xx
u u k x    . 
Определить форму струны для любого момента времени t . 
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Вариант 19 
 
1. Составить дифференциальное уравнение и решить задачу. 
А. Пуля входит в доску толщиной 15 см со скоростью 250 м/с, а вылетает из дос-
ки, пробив ее, со скоростью 100 м/с. Считая, что сила сопротивления доски движению 
пули пропорциональна квадрату скорости движения, найти время движения пули через 
доску. 
Б. Кривая ( )у у x  проходит через точку (1; 2) и обладает тем свойством, что 
в любой ее точке отрезок касательной между точкой касания и осью Оy делится в точке 
пересечения с осью абсцисс в отношении 2:1 (считая от оси Оу). Найти уравнение этой 
кривой. 
 
2. Найти общее решение уравнения: 
2.1. 
2 2
2 5 1 0.x y dx y x dy                  2.2.  
2 2
5
.
5
x xy y
xy
x y
 
 

  
2.3. 
2
(2 3cos ).
2 3 cos
x
e x
y y x
y

               2.4. 4 3 4.y x x y        
2.5. 3
2
( 1) .
1
y
y x
x
   

                               2.6. 38sin cos 0.y y y     
2.7. 
2 2
2
( 2) 0.
y y
xe dx x ye dy       
 
3. Решить задачу Коши: 
3.1. 2 (6 7) 0,y ydx x y dy     ( 4) 1.y      
3.2. 26 8 4 ,xy y y e     (0) (0) 0.y y   
3.3. 3 2 2cos2 6,y y y x      (0) (0) 0.y y   
 
4. Исследовать на устойчивость нулевое решение системы и решить первую си-
стему уравнений: 
4.1. 
2 4 ,
2 .
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

   

                                            4.2. 
2
2sin ln(1 ),
2 .
dx
x y
dt
dy
x y x y
dt

  

   

   
   
5. Найти общее и особое решение уравнения 
2
2 2y xy y    . 
 
6. Найти ортогональные траектории семейства парабол 
2
6 .x y Сy   
 
7. Найти решение уравнения теплопроводности 22
t xx
u u , удовлетворяющее 
условиям  (0, ) 0,    (2, ) 0,u t u t   
,      при     0 2,
( ,0)
2 ,      при     1 2.
x x
u x
x x
 
 
  
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Вариант 20 
 
1. Составить дифференциальное уравнение и решить задачу. 
А. Скорость размножения некоторых бактерий пропорциональна количеству 
бактерий. Количество бактерий утроилось в течение четырех часов. Найти зависимость 
количества бактерий от времени. 
Б. Кривая обладает тем свойством, что в любой ее точке угол, образованный ка-
сательной и радиус – вектором точки касания, равен / 6 . Найти кривую в полярных 
координатах.  
 
2. Найти общее решение уравнения: 
2.1. ( ) 0.xy y dx xdy                           2.2. 2 ln 0.xy y y     
2.3. .xxy y xe                                        2.4. 
1
tg .
cos
y y x
x
        
2.5. 3 1 0.y y                                           2.6. 2 2(5 1) 5 3 0.x y y y x      
2.7. 
1
4 .
cos 2
y y
x
       
 
3. Решить задачу Коши: 
3.1. 
4
2( ) , ( 2) 1x y y y y     .   
3.2. 6 8 cos2 ,y y y x     (0) (0) 0.y y   
3.3. 27 10 4,xy y y e      (0) (0) 4.y y   
 
4. Исследовать на устойчивость нулевое решение системы и решить первую си-
стему уравнений: 
4.1. 
2 16 ,
2 .
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

   

                                            4.2. 
2
2
1 cos ,
sin 1 .
y
dx
x y
dt
dy
x e
dt

   

   

   
   
5. Найти общее и особое решение уравнения 
 
2
2 4y xy y   . 
 
6. Найти ортогональные траектории семейства парабол 
 
2
2 .y x Сx    
 
7. Найти решение волнового уравнения  
 
2 2
2 2
u u
t x
 

 
,  0;1x , 
удовлетворяющее условиям 
 
( ,0) 0,    ( ,0) 0,    (0, ) 0,    (1, ) sin .
t
u x u x u t u t t     
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Вариант 21 
 
1. Составить дифференциальное уравнение и решить задачу. 
А. Ракета запущена вертикально вверх с начальной скоростью 150 м/с. Сопро-
тивление воздуха замедляет ее движение, сообщая ракете отрицательное ускорение, 
пропорциональное ее скорости (–kv2). Определить время достижения ракетой наивыс-
шего положения.  
Б. Кривая ( )у у x  обладает тем свойством, что треугольник, образованный 
осью абсцисс, касательной и радиус – вектором точки касания, имеет площадь 8 ед2. 
Найти уравнение этой кривой. 
 
2. Найти общее решение уравнения: 
2.1. 2 2( 5) 0.x xe dy ye dx                      2.2. 
3 2
2 2
8 4
.
8
y x y
xy
x y

 

  
2.3. 
1
tg .
sin
xy y
x
                                2.4. 2 (ln 2) lnxy y y x x     .     
2.5. 
3
3 4
.
y x
y
x x
                                      2.6. 3 49 0.y y                            
2.7. 
2
2 2
2 3
2 2
( ) ( ) 0.
y y
x y dy x y dx
x x
       
3. Решить задачу Коши: 
3.1. 2 2(sin 2 2sin 2 ) sin 2 ,x x y dx xdy    
π 1
( ) .
4 2
y

    
3.2. 27 10 5 ,xy y y e      (0) (0) 0.y y   
3.3. 23 6 sin 3 ,y y x x      (0) (0) 0.y y   
 
4. Исследовать на устойчивость нулевое решение системы и решить первую си-
стему уравнений: 
4.1. 
2 ,
4 .
dx
x
dt
dy
x y
dt



  

                                            4.2.    
2 sin ,
2 cos 2.
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

   

   
   
5. Найти общее и особое решение уравнения 
 
2 2
4y xy y   . 
 
6. Найти ортогональные траектории семейства парабол 
 
2
4 5 .x y Сy    
 
7. Струна, закрепленная на концах 0,    4x x  , имеет в начальный момент 
форму параболы (4 )x x  
2 2
4 ,    4 /ρ,   0 4
tt xx
u u k x    . 
 
Определить смещение точек абсцисс, если начальные скорости отсутствуют. 
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Вариант 22 
 
1. Составить дифференциальное уравнение и решить задачу. 
А. В любой момент времени скорость v материальной точки превышает сред-
нюю скорость за время t с начала движения на величину t2. Найти закон движения, если 
при 00 , 0t S S v   . 
Б. Кривая ( )у у x  проходит через точку (–2; 3) и обладает тем свойством, что 
в любой ее точке отрезок нормали между осями координат делится точкой линии в от-
ношении 1:3 (считая от оси Оу). Найти уравнение этой кривой. 
 
2. Найти общее решение уравнения: 
2.1. 
2 2
2( ) 2 0.x y y dy y dx                      2.2. 
2 3
2 2
3 2
.
2
y x y
xy
x y

 

  
2.3. 
2
4
2 .xy y
x
                                           2.4. 3 2 4 34 4 (1 ).xy x y y e x         
2.5. 
1
.
xy x
y e
x x

                                          2.6. 5 4 1.x y x y     
2.7. (sin 2 ) 0.y ye dx y xe dy       
 
3. Решить задачу Коши: 
3.1. 2 2 2( cos ) cos ,x y y y y y    
π
(π) .
4
y     
3.2. 26 8 4 ,xy y y e       (0) (0) 0.y y   
3.3. 6 6 3sin ,y y x x       (0) (0) 0.y y   
 
4. Исследовать на устойчивость нулевое решение системы и решить первую си-
стему уравнений: 
4.1. 
7 1 ,
4 7 .
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

   

                                            4.2. 
2
4sin ln(1 ),
2 4 .
dx
x y
dt
dy
x y x y
dt

   

    

   
   
5. Найти общее и особое решение уравнения 
2
3 4y xy y    . 
6. Найти ортогональные траектории семейства парабол 
2
2 8 .x y Сy   
7. Пусть начальные отклонения струны, закрепленной в точках 0,    2x x  , 
равны нулю, а начальная скорость выражается формулой  
0
1
1,    если   1 ,
2
1
0,    если   1 ,
2
t
x
u
t
x

  
 
   

 
2 2
2 ,    2 /ρ,   0 2
tt xx
u u k x    . 
Определить форму струны для любого момента времени t . 
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Вариант 23 
 
1. Составить дифференциальное уравнение и решить задачу. 
А. Материальная точка массой 2 кг движется горизонтально и прямолинейно 
вдоль оси Оx под действием силы F = 4sin 2t Н и силы упругости 4уF x Н, стремящей-
ся вернуть точку в положение равновесия. Сила сопротивления движению прямо про-
порциональна скорости с коэффициентом пропорциональности b = 4. Найти скорость 
точки в момент времени  t = 1 с, если в момент времени  t = 0 скорость точки равнялась 
0,2 м/с. 
Б. Кривая ( )у у x  проходит через точку (1; 2) и обладает тем свойством, что 
отрезок любой касательной, заключенный между координатными осями, делится попо-
лам в точке касания. Найти уравнение этой кривой. 
 
2. Найти общее решение уравнения: 
2.1. 
2 2
2 2 2 0.x xy x y                            2.2. 
2 2
3 2 .xy x y y      
2.3. 
1
tg 0.
sin
xy y
x
                                    2.4. 2 2 0.x y xy         
2.5. 22( ) ( 1) .xy xy x e y                                2.6. 3 4 0.y y     
2.7. (cos ) 0.y ye dx y xe dy       
 
3. Решить задачу Коши: 
3.1. 
3
( ) 0, ( 1) 0.dx xy y dy y       
3.2. 8 12 4sin 2 2 ,y y y x x       (0) (0) 2.y y   
3.3. 7 10 ,xy y y xe      (0) (0) 1.y y   
 
4. Исследовать на устойчивость нулевое решение системы и решить первую си-
стему уравнений: 
4.1. 
,
3 3 .
dx
x y
dt
dy
x y
dt

 

   

                                            4.2. 
sin ,
sin ln(1 ).
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

   

   
   
5. Найти общее и особое решение уравнения 
 
2 2
2y xy y    . 
 
6. Найти ортогональные траектории семейства гипербол 
 
2 .xy C  
 
7. Найти решение волнового уравнения  
2 2
2 2
4
u u
t x
 

 
,  0;2x , 
удовлетворяющее условиям 
 
( ,0) 0,    ( ,0) 0,    (0, ) 0,    (2, ) sin 2 .
t
u x u x u t u t t     
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Вариант 24 
 
1. Составить дифференциальное уравнение и решить задачу. 
А. Имеется некоторое количество радиоактивного вещества. Известно, что через 
50 дней распадается 50 % этого вещества. Через сколько дней останется 5 % начально-
го количества вещества? 
Б. Кривая ( )у у x  проходит через точку (0; –3) и обладает тем свойством, что 
тангенс угла наклона каждой ее касательной равен ординате точки касания, увеличен-
ной на 4 единицы. Найти уравнение этой кривой. 
 
2. Найти общее решение уравнения: 
2.1. cos(ln ).
y
xy y
x
                             2.2. 
2
2 4 .
x
y xy xe
      
2.3. 2 3( 1) 2 .x y xy x                       2.4. 38sin cos 0.y y y        
2.5. ( ) 0.xxy e dx xdy                      2.6. 22 ln .xy y y x     
2.7. 2 2(5 1) 5 1 0.x y y y x      
 
3. Решить задачу Коши: 
3.1. сtg 2 sin ,y y x x x     
π
( ) 0.
2
y     
3.2. 2 4 sin 2,y y y x      (0) (0) 0.y y   
3.3. 27 10 2 4,xy y y e      (0) (0) 4.y y   
 
4. Исследовать на устойчивость нулевое решение систем и решить первую си-
стему уравнений: 
4.1. 
4 ,
4 .
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

  

                                            4.2. 
2 2
sin ln(1 ),
.
dx
x y
dt
dy
x y x y
dt

  

   

   
   
5. Найти общее и особое решение уравнения 
 
2
4y xy y   . 
 
6. Найти ортогональные траектории семейства парабол 
 
2
4 .y x Сx   
 
7. Найти решение волнового уравнения  
 
2 2
2 2
100
u u
t x
 

 
,  0;10x , 
удовлетворяющее условиям 
 
( ,0) 0,    ( ,0) 0,    (0, ) 0,    (10, ) cos10 .
t
u x u x u t u t t     
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Вариант 25 
 
1. Составить дифференциальное уравнение и решить задачу. 
А. Имеется некоторое количество радиоактивного вещества. Известно, что через 
30 дней распадается 50 % этого вещества. Через сколько дней останется 5 % начально-
го количества вещества? 
Б. Кривая ( )у у x  проходит через точку (4; 4) и обладает тем свойством, что 
тангенс угла наклона каждой ее касательной равен квадрату ординаты точки касания, 
уменьшенному на две единицы. Найти уравнение этой кривой. 
 
2. Найти общее решение уравнения: 
2.1. 
2 2
9 .xy x y y                                  2.2. cos2 sin 4 .y y x x      
2.3. .
1
x y
y e
x
  

                                      2.4. 2 .xy xy y       
2.5. 
2
1
4 .
sin
y y
x
                                       2.6. 
2 3
2 2
7
.
y x y
xy
x y

 

 
2.7. 2 3 2 2 3(2 2 ) 2 6 4 0.x y x y y x x y x         
 
3. Решить задачу Коши: 
3.1. 
3
3 6
,y y
x x
    (1) 1.y     
3.2. 6 9 sin3 ,y y y x     (0) (0) 0.y y   
3.3. 4 3 2 ,xy y y e x      (0) (0) 1.y y   
 
4. Исследовать на устойчивость нулевое решение систем и найти общее решение 
первой системы уравнений: 
4.1. 
4 ,
2 .
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

   

                                            4.2. 
2
2
2
1 cos ,
sin 1 .
y
dx
x y
dt
dy
x e
dt

   

   

    
  
5. Найти общее и особое решение уравнения 
 
2 2
y xy y   . 
 
6. Найти ортогональные траектории семейства парабол 
 
2
2y x Cx  . 
 
7. Струна, закрепленная на концах 0,    5x x  , имеет в начальный момент 
форму параболы (5 )x x  
2 2
5 ,    5 / ρ,   0 5
tt xx
u u k x    . 
 
Определить смещение точек абсцисс, если начальные скорости отсутствуют. 
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Вариант 26 
 
1. Составить дифференциальное уравнение и решить задачу. 
А. Материальная точка массой 2 кг движется горизонтально и прямолинейно 
вдоль оси координат Оx под действием силы F = 4sin 4t  Н и силы упругости 4уF x Н, 
стремящейся вернуть точку в положение равновесия. Сила сопротивления движению 
прямо пропорциональна скорости с коэффициентом пропорциональности b = 4. Найти 
скорость точки в момент времени t = 1 с, если в момент времени  t = 0 скорость точки 
равнялась 0,1 м/с. 
Б. Кривая ( )у у x  проходит через точку (2; 2) и обладает тем свойством, что 
в каждой ее точке тангенс угла касательной к этой кривой равен произведению квадра-
тов координат точки касания. Найти уравнение этой кривой. 
 
2. Найти общее решение уравнения: 
2.1. 
2 2
3 4 0.y x yy                           2.2. 
2 2
4 .xy x y y      
2.3. ctg 0.y x y                                          2.4. 
2 2
(1 2 ) .x y x y x         
2.5. 3 3 2 24 ( 8) .xy x y x e y                          2.6. 3 64 0.y y     
2.7. 2 3 2 2 2(2 2 ) 2 6 0.x y x y y x x y x       
   
3. Решить задачу Коши: 
3.1. 
3
( ) 0, ( 1) 0.dx xy y dy y       
3.2. 8 12 4sin 2 2 ,y y y x x      (0) (0) 0.y y   
3.3. 7 10 ,xy y y xe      (0) (0) 1.y y   
 
4. Исследовать на устойчивость нулевое решение системы и решить первую си-
стему уравнений: 
4.1. 
3 ,
3 .
dx
x y
dt
dy
x y
dt

 

   

                                            4.2. 
sin 2 ,
2sin ln(1 ).
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

   

   
   
5. Найти общее и особое решение уравнения 
2 2
8 2y xy y    . 
 
6. Найти ортогональные траектории семейства гипербол 
2 .xy C  
 
7. Струна закреплена в точках 0,    8x x  . Начальные отклонения точек стру-
ны равны нулю. Начальная скорость выражается формулой 
0
( 4)
cos ,    если   4 2,
4
0,    если   4 2,t
x
xu
t
x
 
  
 
   
 
2 2
8 ,    8 / ρ,   0 8
tt xx
u u k x    . 
Определить форму струны для любого момента времени t . 
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Вариант 27 
 
1. Составить дифференциальное уравнение и решить задачу. 
А. Ракета запущена вертикально вверх с начальной скоростью 120 м/с. Сопро-
тивление воздуха замедляет ее движение, сообщая ракете отрицательное ускорение, 
пропорциональное ее скорости (–kv2). Определить время достижения ракетой наивыс-
шего положения.  
Б. Кривая ( )у у x  обладает тем свойством, что треугольник, образованный 
осью абсцисс, касательной и радиус – вектором точки касания, имеет площадь 2 ед2. 
Найти уравнение этой кривой. 
 
2. Найти общее решение уравнения: 
2.1. 2 2( 1) 0.x xe dy ye dx                      2.2. 
3 2
2 2
3 8
.
3
y x y
xy
x y

 

  
2.3. 
1
tg2 .
sin 2
y x y
x
                          2.4. 2 (ln 2) lnxy y y x x     .                                  
2.5. 
3
3 8
.
y
y
x x
                                     2.6. 3 100 0.y y     
2.7. 
2
2 2
2 3
2 2
(5 ) (5 ) 0.
y y
x y dy x y dx
x x
       
 
3. Решить задачу Коши: 
3.1. 2 2(sin 2 2sin 2 ) sin 2 ,x x y dx xdy    
π 1
( ) .
4 2
y      
3.2. 57 10 ,xy y y e      (0) (0) 0.y y   
3.3. 23 2 sin 3 ,y y x x     (0) (0) 0.y y   
 
4. Исследовать на устойчивость нулевое решение системы и решить первую си-
стему уравнений: 
4.1. 
2 ,
16 .
dx
x
dt
dy
x y
dt

 

  

                                            4.2. 
3 2sin ,
2 cos 3 2.
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

   

   
   
5. Найти общее и особое решение уравнения 
2 2
4y xy y    . 
 
6. Найти ортогональные траектории семейства парабол 
2
8 6 .x y Сy   
 
7. Струна, закрепленная на концах 0,    9x x  , имеет в начальный момент 
форму параболы (9 )x x  
2 2
3 ,    3 / ρ,   0 9
tt xx
u u k x    . 
 
Определить смещение точек абсцисс, если начальные скорости отсутствуют. 
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Вариант 28 
 
1. Составить дифференциальное уравнение и решить задачу. 
А. Материальная точка массой 1 кг движется горизонтально и прямолинейно 
вдоль оси Оx под действием силы F = 4sin 2t Н и силы упругости 16уF x Н, стремя-
щейся вернуть точку в положение равновесия. Сила сопротивления движению прямо 
пропорциональна скорости с коэффициентом пропорциональности b = 4. Найти ско-
рость точки в момент времени t = 1 с, если в момент времени  t = 0 скорость точки рав-
нялась 0,4 м/с. 
Б. Кривая ( )у у x  проходит через точку (2; 4) и обладает тем свойством, что 
каждая касательная к этой кривой пересекает прямую 1у   в точке с абсциссой, равной 
удвоенной абсциссе точки касания. Найти уравнение этой кривой. 
  
2. Найти общее решение уравнения: 
2.1. 2 2(4 ) 2 .x y y xy                     2.2. 3sin 2 2 2sin .y x y x     
2.3. 350sin cos .y y y                     2.4. 
1
0.
1
y y
x
  

   
2.5. 
2 3
2 2
5 2
.
2
y x y
xy
x y

 

                      2.6. 2(1 ) .xy xy x e y       
2.7. 
2
2 2
2 3
2 2
(5 ) 5 0.
y y
x y y x y
x x
      
 
3. Решить задачу Коши: 
3.1. 2(2 sin 2 2cos ) 1 0,y x y y       ( 1) 0.y       
3.2. 8 16 sin 4 ,y y y x      (0) (0) 0.y y   
3.3. 25 6 4 6,xy y y e      (0) (0) 1.y y   
 
4. Исследовать на устойчивость нулевое решение систем и найти общее решение 
первой системы уравнений: 
4.1. 
2 4 ,
2 .
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

  

                                            4.2. 
2
1 cos ,
2sin 1 .
y
dx
y
dt
dy
x e
dt


 

   

     
 
5. Найти общее и особое решение уравнения 
2
y xy y   . 
 
6. Найти ортогональные траектории семейства кубических парабол 
3
2 .y x С   
 
7. Найти решение волнового уравнения  
2 2
2 2
64
u u
t x
 

 
,  0;8x , 
удовлетворяющее условиям 
( ,0) 0,    ( ,0) 0,    (0, ) 0,    (8, ) cos8 .
t
u x u x u t u t t     
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Вариант 29 
 
1. Составить дифференциальное уравнение и решить задачу. 
А. В сосуд, содержащий 40 л воды, непрерывно со скоростью 6 л в минуту по-
ступает раствор, в каждом литре которого содержится 0,5 кг соли. В сосуде раствор пе-
ремешивается, и смесь вытекает из сосуда с той же скоростью. Сколько соли будет 
в сосуде через 10 мин?  
Б. Кривая ( )у у x  проходит через точку (2; 8) и обладает тем свойством, что 
каждая касательная к этой кривой пересекает прямую 2у   в точке с абсциссой, рав-
ной удвоенной абсциссе точки касания. Найти уравнение этой кривой. 
 
2. Найти общее решение уравнения: 
2.1. (1 ln ) 0.xy y y                                2.2. 
2 3
2 2
3 2
.
2
y x y
xy
x y
 
 
 
   
2.3. 2 3( 1) 2 2 2 .x y xy x x                    2.4. 32sin cos 0.y y y        
2.5. 
ln
2 0.
y x
y
x x
                                  2.6. 2.xy y xy     
2.7. 2 2( 6 ) 4 0.x y y y y x x      
 
3. Решить задачу Коши: 
3.1. 2tg cos ,y y x x      ( ) 1
4
y

 . 
3.2. 2 4 sin 2 2 2,y y y x x       (0) (0) 0.y y   
3.3. 57 10 2 10,xy y y e      (0) (0) 4.y y   
 
4. Исследовать на устойчивость нулевое решение систем и решить первую си-
стему уравнений: 
4.1. 
4 5 ,
5 4 .
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

  

                                            4.2. 
2 2
sin 2 ln(1 ),
2 4 .
dx
x y
dt
dy
x y x y
dt

   

   

   
   
5. Найти общее и особое решение уравнения 
2
4y xy y   . 
 
6. Найти ортогональные траектории семейства парабол 
2
4 8 .y x Сx   
 
7. Найти решение волнового уравнения  
2 2
2 2
4
u u
t x
 

 
,  0;4x , 
удовлетворяющее условиям 
 
( ,0) 0,    ( ,0) 0,    (0, ) 0,    (4, ) cos 4 .
t
u x u x u t u t t     
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Вариант 30 
 
1. Составить дифференциальное уравнение и решить задачу. 
А. Лодка замедляет свое движение под действием сопротивления воды, которое 
пропорционально скорости лодки. Начальная скорость лодки равна 3 м/с, а ее скорость 
через 4 с равна 2 м/с. Через сколько секунд скорость лодки будет равна 1 м/с? Какой 
путь может пройти лодка до остановки? 
Б. Кривая ( )у у x  проходит через точку (4; 4) и обладает тем свойством, что 
тангенс угла наклона каждой ее касательной пропорционален квадрату ординаты точки 
касания и обратно пропорционален абсциссе точки касания. Найти уравнение этой кри-
вой. 
 
2. Найти общее решение уравнения: 
2.1. 
2 2
9 4 .xy x y y                                  2.2. cos2 4sin 4 .y y x x      
2.3. 
2 3
2 2
9
.
y x y
xy
x y

 

                                      2.4. 3 4.y x xy       
2.5. 
cos (1 sin )
2 cos .
x x
y y x
y

                   2.6. 39 1 0.y y    
2.7. 2 3 2 2 3( ) 3 2 0.x y x y y x x y x         
 
3. Решить задачу Коши: 
3.1.  
3
3 2
,y y
x x
     (1) 1.y     
3.2. 6 9 2sin3 ,y y y x      (0) (0) 0.y y   
3.3. 4 3 3 ,xy y y e x       (0) (0) 0.y y   
 
4. Исследовать на устойчивость нулевое решение систем и найти общее решение 
первой системы уравнений: 
4.1. 
4 ,
.
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

   

                                            4.2. 
2
2
2
2 2 cos ,
sin 1 .
y
dx
x y
dt
dy
x e
dt

   

   

    
  
5. Найти общее и особое решение уравнения 
2 2
4y xy y   . 
 
6. Найти ортогональные траектории семейства парабол 
2
4 2y x Cx   . 
 
7. Струна, закрепленная на концах 0,    16x x  , имеет в начальный момент 
форму параболы (16 )x x  
2 2
8 ,    8 / ρ,   0 16
tt xx
u u k x    . 
 
Определить смещение точек абсцисс, если начальные скорости отсутствуют. 
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Вариант 31 
 
1. Составить дифференциальное уравнение и решить задачу. 
А. Скорость размножения некоторых бактерий пропорциональна количеству 
бактерий. Количество бактерий удвоилось в течение пяти часов. Найти зависимость 
количества бактерий от времени. 
Б. Кривая ( )у у x  проходит через точку (1; 1) и обладает тем свойством, что 
тангенс угла наклона каждой ее касательной пропорционален квадрату ординаты точки 
касания и обратно пропорциональна квадрату абсциссы точки касания. Найти уравне-
ние этой кривой. 
 
2. Найти общее решение уравнения: 
2.1. 
2
2
1
1 0.
1
x
y y
y

  

                         2.2. 
2 2
2 .xy x y y      
2.3. 4 3 1.x y x y                                 2.4.  2 22 5 5 .x y x y x         
2.5. 22( ) .xy y xy                               2.6. tg3 3 .y x y    
2.7. 2 33 ( 1) 0.y yx e dx x e dy       
 
3. Решить задачу Коши: 
3.1. 
2
2
( ) 0, ( ) 2.yy dx x e dy y e       
3.2. 16 64 cos8 ,y y y x      (0) (0) 0.y y   
3.3. 7 10 4,xy y y e       (0) (0) 1.y y   
 
4. Исследовать на устойчивость нулевое решение системы и решить первую си-
стему уравнений: 
4.1. 
4 8 ,
2 4 .
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

   

                                            4.2. 
2sin 8 ,
2sin 2 ln(1 ).
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

    

   
   
5. Найти общее и особое решение уравнения 
2 2
2 2y xy y   . 
 
6. Найти ортогональные траектории семейства парабол 
2
4 .y x Сx   
 
7. Найти решение  волнового уравнения  
2 2
2 2
9
u u
t x
 

 
,  0;3x , 
удовлетворяющее условиям 
 
( ,0) 0,    ( ,0) 0,    (0, ) 0,    (3, ) cos3 .
t
u x u x u t u t t     
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2 
Методические указания  
к выполнению индивидуального задания 
 
1. Составить дифференциальное уравнение и решить задачу. 
А. Кривая ( )у у x  проходит через точку (1, 1/2) и обладает тем свойством, что  
тангенс угла наклона каждой ее касательной пропорционален кубу ординаты точки ка-
сания и обратно пропорционален квадрату абсциссы точки касания. Найти уравнение 
этой кривой. 
Решение . Пусть (x, y) произвольная точка на искомой кривой. Тангенс угла 
наклона касательной к кривой в точке (x, y) равен производной функции ( )у у x  в 
точке (x, y). По условию  
3
2
dy y
dx x
 . 
Отсюда 
2
1 1
.
2
С
x y

   Так как
1
(1) ,
2
y   то 1C     и  
2(1 )
x
y
x


. 
Б. В сосуд, содержащий 25 л воды, непрерывно со скоростью 4 л в минуту по-
ступает раствор, в каждом литре которого содержится 0,5 кг соли. В сосуде раствор 
непрерывно перемешивается, и смесь вытекает из сосуда с той же скоростью. Сколько 
соли будет в сосуде через 5 мин? 
Решение . Обозначим через x(t) количество соли через t мин после начала про-
цесса. За время t  в сосуд поступит 4 t  л раствора, в котором содержится 
tt  245,0 кг соли. За это же время из сосуда вытечет 4 t  л раствора, в котором 
содержится 
( ) α( )
4
25
x t t
t

   кг соли, если считать, что за малый промежуток времени 
t  количество соли x(t) в сосуде изменилось на α( )t  ( α( ) 0 при 0t t  ). Приращение 
количества соли ( ) ( )x t t x t   за время t  равно разности между количеством соли, 
поступившей в сосуд, и количеством соли, убывшей из сосуда. 
 
4
( ) ( ) 2 ( ( ) α( )) .
25
x t t x t t x t t t         
 
Разделив обе части этого равенства на t  и перейдя к пределу при 0,t   бу-
дем иметь 
4
( ) 2 ( ).
25
x t x t    
 
Получили линейное дифференциальное уравнение с постоянными коэффициен-
тами первого порядка. Общее решение этого уравнения имеет вид 
4
25
25
( )
8
t
x t Ce

  . 
Так как в момент 0t   соли в сосуде не было, т. е. (0) 0,x  то 4 / 25.C     
Итак, 
4
25
25
( ) (1 ).
8
t
x t e

   
В момент времени 5 минt   в сосуде будет 
4
5
25
(5) (1 )кг
8
x e

   соли. 
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В. Материальная точка массой 2 кг движется горизонтально и прямолинейно 
вдоль оси координат Оx под действием силы F1 = 4sin 4t Н  и силы упругости упр 8 ,F x
стремящейся вернуть точку в положение равновесия. Сила сопротивления
сопрF  движе-
нию прямо пропорциональна скорости с коэффициентом пропорциональности b = 6. 
Найти закон движения точки, если в момент времени 0t   скорость точки равнялась 0, 
а начальное положение (0) 0,2x  м. 
Решение . Обозначим через x(t) координату точки. Согласно второму закону 
Ньютона, упр сопр 1ma F F F   . Сила упругости и сила сопротивления направлены 
в сторону, противоположную движению. Примем, что точка движется в сторону положи-
тельного направления оси Оx.  
Спроецировав векторное равенство на ось Оx, получим  
 
8 6 4sin 4 .mx x x t      
 
Откуда 
3 4 2sin 4 , (0) 0,2 (0) 0.x x x t x x        
 
Решая эту задачу Коши, имеем 
 
3
2
17 7 131 7 7 1
( ) ( cos sin ) (sin 4 cos 4 ), м.
60 2 420 2 12
t
t t
x t e t t

     
 
В амплитудной форме закон движения точки запишется в виде 
 
3
2
7 π
( ) 0,8725 sin( 0,33) 0,11785(sin(4 ), м.
2 4
t
t
x t e t

    
 
Из последней формулы видно, что с течением времени t первое слагаемое за счет 
убывающей показательной функции быстро стремится к нулю. Через некоторый про-
межуток времени останутся лишь вынужденные колебания с частотой возмущающей 
силы F1 , амплитудой колебаний 0,11785 м и начальной фазой 45º. 
 
2. Найти общее решение уравнения: 
2.1. 2 2( 4) 0.x xe dy ye dx                      2.2. 
3 2
2 2
2
.
2
y x y
xy
x y

 

  
2.3. 
1
tg .
sin
y x y
x
                                2.4. 2 (ln 1) lnxy y y x x     .     
2.5. 
3
3 1
.
y
y
x x
                                       2.6.   3 1 0.y y     
2.7. 
2
2 2
2 3
2 2
( ) ( ) 0.
y y
x y dy x y dx
x x
       
2.1. Решение . Уравнение (2.1) является уравнением с разделяющимися пере-
менными. Разделив переменные, имеем 
 
2
2
.
4
x
x
dy e
dx
y e


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Общий интеграл этого уравнения 
 
2 2 1
12
1
ln ln 4 ln , 0, или , 0.
2 4
x
x
C
y e C C y С
e
      

 
 
Заметим, что при делении были потеряны решения 0 и ln 2.y x   То, что эти 
функции являются решениями, легко убедиться подстановкою в исходное дифферен-
циальное уравнение. Если первое решение получается из формулы общего интеграла 
при С1 = 0,  то ln 2x   в формулу общего интеграла не входит. 
О т в е т :  2 1
12
, 0; ln 2.
4
x
C
y С x
e
  

 
2.2. Решение . Уравнение (2.2) является однородным, т. к. его можно предста-
вить в форме 
3
3 2
3 2
2
2( )
2
, или .
2
1 2( )
y y
y x y x xy y
yx xy
x


  


 
Введем замену 
( )
( ) , ( ) ( ) .
y x
u x y x u x x u
x
      
Получим 
3
2 2
2 2
, или .
1 2 1 2
u u u
u x u u x
u u
 
   
 
 
 
Разделим переменные 
 
2
(1 2 ) 2 1
, или ( 2 ) 2 .
u dx dx
du u du
u x u x
 
     
 
Общий интеграл последнего уравнения: 
 
2 2 2
ln 2ln , или ln .u u x C ux u C      
 
Возвращаясь к функции y(x), имеем 
2
2
ln .
y
yx C
x
   
2.3. Решение . Уравнение (2.3) является линейным уравнением второго порядка, 
не содержащим переменной y. Заменой ( ) ( )p x y x  его можно привести к линейному 
уравнению первого порядка: 
1
tg .
sin
p x p
x
    
 
Решим это уравнение методом Бернулли, представив ( ) ( ) ( )p x u x v x  и подста-
вив произведение функций в уравнение, получим 
1
tg ( tg ) .
sin
u v x u v x v
x
     
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Интегрируя уравнение 
cos
tg , или
sin
dv xdx
v x v
v x
   , имеем одно из его решений 
sin .v x  Подставляя эту функцию в предыдущее уравнение, получаем дифференци-
альное уравнение относительно u(x)  
 
3
1 cos
sin tg , или .
sin sin
xdx
u x x du
x x
     
13 2
sin 1
.
sin 2sin
d x
u C
x x
     
 
Тогда 
1
1
( ) ( ) ( ) sin .
2sin
p x u x v x C x
x
     Интегрируя уравнение ( ) ( ),y x p x  по-
лучим общий интеграл: 
1 2
1
( ) tg cos .
2 2
x
y x C x C     
 
2.4. Решение . Уравнение (2.4) является уравнением Бернулли. Решим это урав-
нение методом Бернулли, представим ( ) ( ) ( )y x u x v x и подставим произведение неиз-
вестных функций в уравнение 
 
2 2
( ) (ln 1) ln .xu v u xv v u v x x       
 
Интегрируя уравнение , или
dv dx
v x v
v x
   , имеем одно из его решений .v x  
Подставляя эту функцию в предыдущее уравнение, получаем дифференциальное урав-
нение относительно u(x):  
 
2 2 2 2
2
(ln 1) ln , или (ln ln ) .
du
x u u x x x x x dx
u

       
 
Интегрируя правую часть по частям, находим общее решение 
 
1
ln ( 1)x x x x C
u
    . 
Тогда  
( ) ( ) ( ) .
ln ( 1)
x
y x u x v x
x x x x C
 
  
 
 
2.5. Решение . Уравнение (2.5) является линейным уравнением первого порядка. 
Решим это уравнение методом Лагранжа. Сначала найдем общее решение однородного 
уравнения 
3
0.
y
y
x
    
Разделяя переменные и интегрируя, имеем 
3
( ) .
C
y x
x
  Будем искать общее реше-
ние неоднородного уравнения в виде 
3
( )
( ) , где ( )
C x
y x С x
x
  – неизвестная функция.  
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Подставляя последнее выражение в исходное уравнение, видим, что неизвестная 
функция С(x) удовлетворяет дифференциальному уравнению 
 
 
3 3
1
.
C x
x x

  
Откуда 
1
( ) .С x x C   Общий интеграл уравнения 1
3 2
1
( ) .
C
y x
x x
   
 
2.6. Решение . Уравнение (2.6) является уравнением второго порядка, не содер-
жащим явно переменной x. Заменой ( ) ( )p y y x , ( ) ( ) ( ) ( )y x p y y x p y p      его можно 
привести к уравнению первого порядка: 
 
3
( ) 1 0.y p y p      
Тогда   
3
,
dy
pdp
y
    2
2
1
,p С
y
    
2
2
2
1+
,
Сy
p
y
   
2
2
1
.
Сy
p
y

   
Если  С = 0,  то
1
p
y
   и .ydy dx   Отсюда 2 12 .y x C    
Если 0С  , то
2
2
1 Сy
p
y

   и 
2
.
1
ydy
dx
Cy
 

 Отсюда 
2
1
1
.
Сy
x C
C

    
 
2.7. Решение . Уравнение (2.7) является уравнением в полных дифференциалах, 
т. к. в уравнении 
2
2 2
2 3
2 2
( ) ( ) 0
y y
x y dy x y dx
x x
     соответствующие частные производ-
ные равны 
2
2 2
2 3 3
2 2
( ) ( ) 2 4 ,
y y y
x y x y xy
x x y x x
 
    
 
   
т. е.  
( , ) ( , )
.
M x y N x y
x y
 

 
 
Чтобы найти функцию U (x,y), такую, что 
2
2 2
2 3
2 2
( ) ( ) 0,
y y
dU x y dy x y dx
x x
      
воспользуемся равенствами 
( , )
U
M x y
y



= 2
2
2
,
y
x y
x
     ( , )
U
N x y
x



=
2
2
3
2
.
y
x y
x
  
Из первого уравнения, интегрируя по переменной  y, находим 
2 2
2
2
( , ) ( ).
2
y y
U x y x x
x
     
Воспользуемся вторым уравнением, чтобы найти ( ).x  
U
x



2 2
2 2
3 3
2 2
( ) .
y y
x y x xy
x x
      
Отсюда ( ) 0x   и ( ) .x C   Очевидно, что 
2 2
2
12
( , )
2
y y
U x y x С
x
    – общее 
решение уравнения. 
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3. Решить задачу Коши: 
3.1.       
3.2.     
 
3.1. Решение .  Уравнение (3.1) является линейным уравнением первого порядка 
относительно функции ( )x x y : 
 
 
Решим это уравнение методом Лагранжа. Сначала найдем общее решение одно-
родного уравнения 
 
 
Разделим переменные и проинтегрируем, получим 
 
 
 
Будем искать общее решение неоднородного уравнения в виде 1/ 2( ) ( )yx y e C y , 
где ( )С y  – неизвестная функция. Подставляя последнее выражение в исходное уравне-
ние, видим, что неизвестная функция ( )С y удовлетворяет дифференциальному уравне-
нию 
 
 
 
Общий интеграл уравнения 
 
 
Константу  С1 = 0  нашли из начального условия.  
Частное решение уравнения  
 
 
3.2. Решение . Уравнение (3.2) является линейным неоднородным уравнением 
второго порядка с постоянными коэффициентами. Сначала найдем общее решение од-
нородного уравнения  
 
 
при помощи характеристического уравнения 
 
 
 
Общее решение однородного уравнения 
 
 
 
Частное решение неоднородного уравнения будем искать по виду правой части 
в виде линейной комбинации: 
 
1/ 2
( ) 2 0,
y
y x e y    ( ) 1.y e 
8 16 4sin 2 ,y y y x    (0) (0) 0.y y 
2 1/
2 .
y
y x x e   
2
2 0.y x x  
1/ 2
( ) .
y
x y e C
1/ 2
2 1/
2 .
y
y
y e С e  
1/ 2
1/ 2 1/ 2
12
( ) d d(1/ 2 ) .
2
y
y ye
C y y e y e C
y
     
1/ 1/ 2
1
( ) .
y y
x y e C e 
1/
( ) .
y
x y e
8 16 0y y y   
2
1,2
8 16 0, 4.r r r   
4 4
1 2
( ) .
x x
y x C e C xe 
*
cos 2 sin 2 .y A x B x 
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Подставляя это выражение в исходное неоднородное уравнение и приравнивая 
коэффициенты при cos 2 , sin 2x x , получим 
 
 
 
Откуда  А = 4/25, В = 3/25.   
Тогда общее решение неоднородного уравнения 
 
 
 
Частное решение, удовлетворяющее нулевым начальным условиям, имеет вид 
 
 
           
4. Исследовать на устойчивость нулевое решение системы и решить первую си-
стему уравнений: 
                                                          
 
4.1. Решение . Система (4.1.) является линейной системой уравнений первого 
порядка с постоянными коэффициентами. Составляем характеристическое уравнение 
для системы уравнений 
2
4 1
(4 ) 1 0
1 4
 
    
 
 
 
и находим его корни 
1
λ 5  ,
2
λ 3  .   
Искомое решение представим в виде 
 
( )
t
x t e
  ,      ( ) ty t e  . 
 
Собственный вектор ( , )   находим из системы 
 
4 1
0.
1 4
   
  
    
 
 
При 
1
λ 5  ,  α β 0  . Положим α 1 ,  тогдаβ 1   и  
 
5
1
,
t
x e
 5
1
,
t
y e
   
 
При  
2
λ 3  , α β 0   . Положим α 1 , тогда β 1  и  
 
. 
sin 2 : 12 16 1, cos 2 : 12 16 0.x В А x А В   
* 4 4
1 2
( ) ( ) ( )
x x
y x y x y x C e C xe    
4 3
cos 2 sin 2 .
25 25
x x
4 44 2
( )
25 5
x x
y x e xe   
4 3
cos 2 sin 2 .
25 25
x x
4
.
4
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

  

sin
,
2sin ln(1 )
dx
x y
dt
dy
x y
dt

  

    

3 3
2 2
,
t t
x e y e
  
4.1.. 4.2.  
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Общее решение системы 
 
 
 
Найденное решение асимптотически устойчиво, т. к. корни характеристического 
уравнения имеют отрицательную действительную часть.  
 
4.2. Решение . Система (4.2) является нормальной системой уравнений первого 
порядка. Учитывая разложения в ряд Тейлора в окрестности  0  функций 
 
           
  
запишем систему первого приближения: 
 
 
 
Соответствующее ей характеристическое уравнение 
 
2
1 1
( 1 ) 2 0
2 1
  
    
  
. 
 
Один из корней характеристического уравнения  1,2λ 1 2    имеют положи-
тельную действительную часть. Таким образом, решение 0x y   неустойчиво. 
 
5. Найти общее и особое решение уравнения 
 
2 2
.y xy y    
 
Решение . Это уравнение есть уравнение Лагранжа. Положив ( )y p x  , будем 
иметь 
 
 
Дифференцируя обе части по x, получим 
 
                    
              
При 0p   и 1p   обе части уравнения обращаются в нуль. Решениями будут ли-
нейные функции  
   
 
Найдем общий интеграл. Уравнение является линейным относительно функции 
 
 
5 3
1 1 2 2 1 2
5 3
1 1 2 2 1 2
( )
( )
t t
t t
x t C x C x C e C e
y t C y C y C e C e
 
 
   
    
3
sin ...,
3!
z
z z  
2
ln(1 ) ...,
2
z
z z   
,
2 .
dx
x y
dt
dy
x y
dt
  
  
2 2
.y xp p 
2 d
(2 2 )
d
p
p p xp p
x
   2
d
(2 2 ) .
d
p
p p xp p
x
  
2 2
0 0 0,y x   2 21 1 1.y x x   
( ),x x p
2
2 2
.
1
dx p
x
dp p p p
 
 
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Интегрируя полученное линейное уравнение, находим 
 
 
Получили параметрическое семейство интегральных кривых: 
 
 
 
 
Исключая p из уравнений, получим общий интеграл: 
 
 
Огибающая семейства 
2Ф( , , ) ( 1)x y C y C x     
 
интегральных кривых удовлетворяет уравнениям 
 
Ф 0С  ,     Ф( , , ) 0.x y C   
Имеем  
  
Откуда 
 
 
Тогда 0y   является огибающей, т. е. особым решением уравнения. Функция 
1y x   является не особым, а частным решением; она находится из общего при С = 0. 
 
6. Найти ортогональные траектории семейства парабол 
 
 
Решение . Дифференцируя обе части уравнения по переменной x, имеем 
 
. 
 
Исключая параметр С, получим дифференциальное уравнение данного семей-
ства парабол: 
. 
 
Заменяя y   на ( 1/ )y , находим дифференциальное уравнение для ортогональ-
ных траекторий: 
,
                  
 
Последнее уравнение является уравнением Бернулли. Интегрируя его, находим 
семейства ортогональных траекторий: 
.
 
2
2
1 .
( 1)
C
x
p
  

2
2
1 ,
( 1)
C
x
p
  

2 2
.y xp p 
2
( 1) .y C x  
2
2( 1) 0.C x  
1.C x  
2
.x y Сy 
(2 ) 1y y C  
2
(2 ) 1
x y
y y
y

  
2
1
( ) 1
y x
y y
 


.
x
y y
y
   
2 2 1
2
x
y Ce x
  
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7. Струна, закрепленная на концах 0,    1x x  , имеет в начальный момент 
форму параболы (1 )x x  
,    1 /ρ,   0 1
tt xx
u u k x    . 
 
Определить смещение точек абсцисс, если начальные скорости отсутствуют. 
Решение . Решение задачи найдем по формуле свободных колебаний струны 
с закрепленными концами, учитывая, что начальные скорости отсутствуют 
 
1
( , ) cos sin .
n
n
u x t nt nx


       
 
Здесь 
1
0
2 (1 )sin π   
n
x x nxdx   
3
8
при 2 1,
π
0 при 2 .
n k
n k

 



 
 
О т в е т : 
3 3
0
8 1
( , ) cos(2 1)π sin(2 1)
(2 1)n
u x t n t n x
n


  
 
 . 
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